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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Въ сочинени этомъ я стараюсь обратить вниманіе читателя на 


ръшеше уравненія 
(А 


20) = / к 


а 
то есть, на опредБленіе функціи / (2), по данной функціи $ (2). 

Съ подобнаго рода вопросами мы встрвчаемся въ мемуарахъ: Абе- 
ля— „ Кёѕоїиноп Фит ргоШёте тёсатідие“, Коши — „биг ипе 101 ае 
тесірғосйё фиї ехіѕіе епіғе сеғіаіпеѕ Гопсііопз“, Мюрфи— „От Ше 
іптетѕе тейюа оѓ аейпще іпіерга!ї8“. 

Можно указать на нБеколько другихъ случаевъ опредЂленія 
функціи подъ знакомъ интеграла: одинъ изъ простфйшихъ есть тоть, 
на который мы выше указали; онъ заслуживаетъ особеннаго вни- 
манія потому, что его рБшеніе прямо приводить къ основнымъ на- 
чаламъ теоріи функціи отъ мнимой перемЪнной. Но подобнаго рода 
выводъ всбмъ уже извБетныхъ началъ я считалъ лишнимъ и огра- 
ничился приложеніями къ такимъ вопросамъ, на которые до сихъ 
поръ было менфе обращено вниманія въ литературЪ или, гд пред- 
латаемые мною пріемы облегчаютъ выкладки и бросають новый 
свфть на встрёчаемыя затрудненія. | 

Сообразно разематриваемымъ мною вопросамъ, все сочиненіе 
раздБлено на три главы. ) 

Первая глава посвящена теоріи опредБленныхъ интеграловъ; 
въ ея начал выведено много извБстныхъ формуль для различныхъ 
опредђленныхъ интеграловъ, которые, впрочемъ, легко получаются 
помощью способа Коши, т. е. чрезь интегрованіе по контуру. 
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Я думаю, что выводъ веђхъ этихъ интеграловъ изь основной тео- 
ремы о производящей функціи имфеть преимущество предъ тЪми 
выводами, которые мы находимъ у самого Коши и другихъ изв%- 
стныхъ писателей. ДалЪе, я занимаюсь преобразованіемъ различныхъ 
опредБленныхъ интеграловъ вида 


ГА 
О 
Ё (а), 1—2 


въ неопредБленные. Преобразованія эти замфчательны во многихъ 
отношеніяхъ: при помощи ихъ мы получаемъ рядъ достойныхъ вни- 
манія формулъ, выражающихъ, преимущественно, связи между раз- 
личными опредБленными интегралами; наконецъ, онф послужили 
мн$ исходною точкой для вывода основныхъ свойствъ функцій, 
разсматриваемыхъ въ двухъ слфдующихъ главахъ. 

Вторая глава посвящена общей теорін Лежандровыхъ функцій, 
играющихъ въ наше время видную роль въ наукЪ. На самомъ 
дБлф, теорія этихъ функцій, сама по себЪ отличающаяся просто- 
тою, даеть ключъ къ рБшенію многихъ вопросовъ механики, мате- 
матической физики, интегрованія, квадратуры и проч. Поэтому то 
въ литературБ этого предмета мы ветрБчаемся съ именами извЪст- 
нЬйшихъ ученыхъ, и кажется, что кратное, но пополненное въ 
нЪкоторыхъ отношеніяхъ изложеніе теорш Лежандровыхъ функцій, 
основанное на новыхъ соображеніяхъ, не будеть лишено интереса. 

Въ послфдней главбъ я излагаю общую теорію трехъ грушъ 
Ламэвыхъ функцій и, не ограничиваясь одними характеристичес- 
кими свойствами, я далъ разложенія этихъ функцій въ ряды по 
Лежандровымъ функціямъ. 

Выводъ этихъ замЂчательныхъ разложеній удалилъ меня н%- 
сколько отъ первоначально принятой программы; но я позволилъ 
себЪ сдБлать это отетупленіе ради полноты изложенія, тБмъ бол%е, 
что теорія Ламэвыхъ функцій не была до сихъ поръ излагаема въ 
томъ видБ, въ какомъ я ее здЪсь помфщаю. 


к. ФожоцЁ 10. 
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ГЛАВА 1. 


ОПРЕДЂЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 


$ Г. Характеристическія свойства функцін 


р 
Ф (2) = Өе. 


а 


1. Пусть будетъ функція Ф (2), выражающаяся формулою 
ь 

ет КО ағ 

(1) Ф (2) = = гари , 


а 


гл аи р суть два произвольныя комплексныя числа, Г (©) есть про- 
извольная функція отъ перемфнной &, а интегралъ предполагается взя- 
тымъ по н®которой траекторіи соединяющей а съ №. Функція / (2) мо- 
жеть быть разрывная между предЪлами интеграла, лишь бы только 
интегралъ (1) имфлъ конечное и опредъленное значенте. 4 

Функція Ф (2) есть неразрывная во всей координатной плоскости 
за исключеніемъ траекторіи интеграла (1); въ каждой точкъ этой 
траекторіи функція Ф (2) будеть имфть вообще два различныхъ зна- 
ченія, а въ нфкоторыхъ ея точкахъ она можеть обращаться въ без- 
конечность. 

Всякую точку 2, лежащую на траекторіи интеграла (1), мы будемъ 
разсматривать какъ совокупность двухъ смежныхъ точекъ 2, и 2, изъ 
которыхъ первая лежитъ по одной сторон траекторіи, а вторая 
по другой; два значенія функцій Ф (2), соотвЪтетвующія точкъ 2, 
. будемъ разематривать какъ соотвЪтствующія двумъ различнымъ точ- 
1 
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камъ 2, и х.. Велъдствіе этого траекторія интеграла (1) можетъ быть 
названа лишей разрыва функщи Ф (=). 

2. Мы докажемъ слђдующую теорему, касающуюся двухъ значеній 
функціи Ф (2), соотвфтетвующихъ точк% =, произвольно взятой на лини 
разрыва. | 

Теорема 1. Если $ (21), Ф (2,)суть два значенія функции Ф (х), соот- 
вњтствующія двумъ смежнымь точкамь на лини разрыва, то 


2 (в) — Ф (0) _ КаРо)- ео) 
2 п: 2 


такъ что если функція Г (2) въ точкъ 2: неразрывна, то 


2 т: | 
На самомъ дфлЪ, предположимъ для простоты, что а и © суть чи- 
сла вещественныя и что линія разрыва функціи $ (х) есть прямая, 
соединяющая а съ 6, —сущность доказательства отъ этого не перем%- 
нител. Изъ точки х произвольно взятой на аб возетавимъ перпенди- 
куляръ къ ар и будемъ разсматривать значеніе функціи Ф (=), соот- 
вЪтетвующее точкћ ли, взятой на этомъ перпендикуляр%, предпо- 
лӯгая приэтомъ, что у стремится къ нулю: очевидно, что 
Ф (21) = Ши $ (2-й), (у=0), 
$ (25) = Ш ф (2—4), (у=0). 
Обозначая черезъ № произвольно малую, ноложительную величину, 
имЂемъ 


2—1 № 
ий г) 0) а фа 
ет абя Ма еы Рр ВВ ў, т. Т (ера 
а 2—} 2--ћ 


гд второй интеграль во второй части можеть быть преобразованъ 
СТА са 


Я лда. а РИТ ) (Е —ж- бу) ав _ Гә Теда 
2—(0 у) — = Г ая (0—2) 4-2 — УУ гаи: > Ру 
ИЛИ 
2+-№ а. ХЫ А. 
У 
ры га [еуі Ше тб га+уд а 
Г-у) 1 ЕР ед ЕН 
—й [2 Л 
у о 
слъдовательно 
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а т 1 
ей (2 Е, а 
(2) $(в-Ну)= т ты т ПЕ тні те _ А. 


о, БВ? 


Вставляя въ (2) —у на мфсто у, получаемъ 


8 


8. | т 2) & 7 («руд _ А 
(8) (2—1) = а, Е Ет 105 У еа те те 
аг 
Вычитая изъ уравненія (2) уравненіе (3) получаемъ # 
, 2% р А 
(0 а ауда, 
$ (аи) — 90—080 еар ану 1 аури т" 4 анти 5 
И 
отсюда, полагая у=0, находимъ 
+5 
Ни Ф (2-47) — і Ф (2—1) = 2 4 і Геи (у = 0); 
А 
ре 
но не трудно убъдитьея что 
А 
у 2 
Би / 72504 _ = [ео + @— у 
(у—0) 1--Р з 
й 
ди 
слЪдовательно 
Ё аар (2—0) 


_ Шиа Ф (2-0) — Ни Ф(&— у) = 2 ті 


ИЛИ 
Ф (21) — Ф (2) = т ав 


Для тъхъ значеній перемЪнной 2, при которыхъ функція / (2) нераз- 
рывна, будемъ имЪть 


Фф (21) — Ф (2,) = 2ка [(а), 
ИЛИ 


А . (2,)—% (25) 
го) = 20—000) 
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Эта формула даетъ рЪшеніе слфдующей задачи: 
По данной функцій $ (2) найти подъинтеральную функцію Г (2). 
3. Изъ уравненія (2) легко вывести слћдующую теорему. 
Теорема 2. Если въ точкь х на лини разрыва функці Ф (2) 
функція: Г (2) есть неразрывная, такъ что, при безконечно маломъ ћ, 
Г (2-1) — (==, 
0% а конечная, положительная величина, а 0 принимает конечное по- 
ложительное значеніе при ћ—==0, то 


› 


(2) а? 
#0) = у Отба), 


а 


1дъ интераль со знакомъ во второй части означает предъль суммы 


2 —ћ ь 
п | у ГО а в № Г) & | 
е1 Рт 
а 2-4 
для #=0*). 
ДЪйствительно, полагая, что сперва у, а затЪмъ и ^ постепенно при- 


ближаются къ нулю, изъ уравненія (2) получаемъ 


А 


= + 
И (#) ағ Ў {(2-- уі) іа... . < Г-у) 
(4) Ф(2,)= -- і Ш у] 5—40 Ш 5 
е 6—0 (0) р ПТ 0) (и), Г 
Уу У 


Но, по едъланному с а, 
А 


У 
ау) 1а З а /? ЕН 
Па Ша —= Ш Ши 0° / ———=— 
(0—0) р я (1—0) (у—0) у т 


А 
== тв Пт у „е рё б я = ір Ку у Рд 
—0) (0—0) 0 (1—0) (у=0) 0 


*) Этоть предфль Коши называетъ главнымъ значеніемъ (уепг ргіпсіра1) инте- 
грала 
Ід 
100 а 


-— 
а 
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ее: г. 


гдЪ К есть конечная величина; слЪдовательно 


+ 


Бая Д аут _ а ый, 
(0—0) (у—0) те 0—0) (4—0). 


Велфдетве этого уравнеше (4) принимаетъ видъ 
й 


* а 


р 
Е. 4-00) а, 
Р) НА рари е, Геи 14 
А 


а 


У 
ИЛИ 
‚6 


ев = | 106. И р, 


а 


что и требовалось доказать. 

4. Предполагая что на линіи разрыва находится одна или болфе 
точекъ, въ которыхъ функція Ф (2) обращается въ безконечность, не 
трудно убЪдиться въ справедливости слћдующей теоремы. 

Теорема 3. Порядокь безконечности функцій Ф (2) вседа ниже 
единицы. 

Для доказательства, допустимъ сначала, что функція $ (2) обра- 
шается въ оо въ одной изъ точекъ а и 6, положимъ въ точкЪ а, и 
пусть функція / (2) обращается въ точкЪ а въ со порядка а, такъ 
что при безконечно маломъ /, / (4-1-3) =0 2—2; приэтомь 0 прини- 
маетъ конечное значеніе для 4—0, а число я меньше единицы. По- 
лагая 2==а-|-ћ, получаемъ 


2—а 


Ід ГД 
И ЯЕ. 1 Р(а- Ни) ағ 
Ф (2) = а | РР а 


а 0 


или, такъ какъ, по предположенію, 


Г (аА) = 8900), 


А 


уа 9 4 
Ф (2)=% а Ра (= 1) 
0 
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Отсюда видно, что функція © (2) обращается въ точкЪ а въ без- 
конечность порядка а, т. е. порядка ниже единицы. Если 2==0, то 
функшя Ф (2) будеть обращаться въ точкћ а логарифмически въ со. 

Допустимъ теперь, что функція $ (2) обращается въ оо въ какой 
нибудь другой точкЪ с, лежащей на лини разрыва; полагая тогда 


с ь 
а и [а 


| — п у 
+. (2) „/ 1-='’ +’ 


будемъ имЪть 
$ (2) =, (2) 1-9 (2). 

По вышедоказанному, порядокъ безконечности каждой изъ функціи 
ф, (4), 9. (2) въ точкЪ с непрем$нно меньше единицы; слдовательно 
и порядокъ функщи Ф (2) въ точкЪ с меньше единицы. 

5. Прибавляя ко всему вышесказанному о функціи Ф (2) еще урав- 
неніе 

$ (оо) = 0, 
будемъ имфть већ характеристическія свойства этой функши. ДЪйстви- 
тельно, не трудно доказать слћдующую теорему. 

Теорема 4. Оуществуеть одна и только одна функція Ф (2), удов- 
летворяющая сльдующимь уеловіямь: 

1) $ (©) = 0. 

2) Функція © (2) остается неразрывною во всъхь точкаль коорди- 
натной плоскости, кромњ точекь нњкоторой данной лини, называемой 
линіей разрыва. 

_3) разность двулъ знамений функши Ф (х), соотвътствующихь двум» 
смежнымъ точкамь на лини разрыва равняется данной функши Г (2). 

4) функція $(1) или вовсе не обращается въ оо, или же обра- 
щается въ со въ нькоторыль точкахъ на лиши разрыва, но вседа то- 
рядка ниже единицы. 

Эта функція Ф (х) опредъляется по формул 


ІА 
(5) о 4 


а 
дъ а и 6 суть концы лини разрыва, а траекторія интерала совпа- 
даеть съ лишей разрыва. 

Изъ всего вышесказаннаго о функціи вида (5) слфдуетъ, что функція (5) 
удовлетворяеть на самомъ дфлф веБмъ үсловіямъ нашей теоремы; 
остается доказать, что нфтъ другой функціи, удовлетворяющей тъмъ 
же четыремъ условіямъ. 

Допустимъ противное, и пусть % (х) изображаетъ функцію различ- 
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С: нав 


ную отъ Ф (х), но удовлетворяющую тфмъ же условіямъ что и © (2); 
тогда разность Ф (2) — 0 (х) будетъ функціей неразрывной во всей ко- 
ординатной плоскости, исключая нъкоторыя критическія точки, въ ко- 
торыхъ эта разность можетъ обращаться въ безконечность порядка 
ниже единицы. Но, съ другой стороны, извЪстно, что всякая функція 
отъ комплексной перем$нной х, не имфющая лини разрыва внутри 
даннаго пространства на координатной плоскости, не можетъ внутри 
того же пространства обращаться въ безконечность дробнаго порядка; 
слБдовательно, разность Ф (2)—% (2), не обращаясь въ безконечность 
ни для какого значенія х и будучи функціей неразрывной, ` равняется 
постоянной величин%, а такъ какъ Ф (оо)==) (оо) ==0, то Ф (2) —ф (2) =0, 
или $ (2)=4 (2). | 

Функцію Ф (х) будемъ называть опредъляющею функщи / (2), и 
функцію /(2) ироизводящею функцій Ф (2). 

6. Ло сихъ поръ мы постоянно предполагали, что линія разрыва 
функцій Ф (х) конечна; допустимъ теперь, что она продолжается до 
безконечности. Въ этомъ случа нельзя вообще утверждать, что Ф(оо)=0, 
но на мЪсто этого уравненія легко вывести другое, его зам$няющее. 
ДъЪйствительно, начертимъ изъ начала координатъ произвольно боль- 
шимъ радіусомъ ~ кругъ и примемъ во вниманіе функцію Ф, (2), зна- 
ченія которой внутри круга (7) совпадаютъ со значеніями данной 
функцій | 


со 


а= 10%, 


а 
а для веЪхъ точекъ внЪ круга (7) ©, (2)=0. Тогда, въ силу теоремы 
4-й будемъ имЪфть 
(7 (т) 
| ДА г) а (0) а 
? (2) -/ 1х ыы д’ 
а 
гдъ первый интегралъ во второй части взять по линіи разрыва данной 
функціи Ф (=) до точки ея пересћченія съ окружностью ~ (эту точку 
мы обозначили черезъ 6), а второй интегралъ взятъ по окружности (ғ). 
Предполагая, что = находится внутри круга >», будемъ им%ть, 
Ф, (2) = (2), т. е. 
(й (г) 
Г) а НЧ о (В аі 
т 
е. 


2 


ИЛИ 
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(ғ) 


оо р 
авы а еа 
Ка а еер 2 


отсюда, полагая 7 = оо, находимъ 
(ғ) 


20а 
0 "ао 


Әто и есть то уравненіе, которое мы желали вывести; оно въ раземат- 
риваемомъ нами случа замфняетъ собою уравненіе Ф (оо)==0. 

Легко доказать, что функція Ф (2), удовлетворяющая уравненію (6) 
и условіямъ (2), (3), (4) предыдущей теоремы, выражается по формул 


#0) = у сонр | 


а 
Для этого стоитъ только, какъ выше, принять во вниманіе функцію 
$ (2), совпадающую съ # (х) внутри круга (г) и равняющуюся нулю 
для веђхъ значеній 2 вн круга (к); тогда будемъ имЪть 
ь (т 


) 
( 


гдЪ Б означаеть точку пересфченя лини разрыва функщи $ (2) съ 
окружностью (ғ). Дфлая ғ = оо и принимая во вниманіе (6), полу- 
чаемъ 


өе) 


ра 
нө Гб 


а 


ИЛИ 


(00 а 
(7) ко [108 


а 
ибо для конечныхъ значеній 2, Ф (2)== (х). Если данная функція / (0) 
такова, чго интеграль (7) равняется тожественно оо или величин%ъ не- 
опредЂленной, то, очевидно, нъть функціи, удовлетворяющей вефмъ 
вышеупомянутымъ условямъ. 
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1 
$ П. Выраженіе функщи черегъ опре- 
(а) а) аў ТТ 
дфленный интегралъ вида ас СлБдетвія. 


1. Функція Ф (2) опредћляемая по формулЂ 


Фф (4) = - Е] т? 
(2—21) (2 — а,)...(2—а,) 


г а <1, 8<1,... А1, а В+... 4-20, удовлетворяетъ вефмъ усло- 
віямъ теоремы 4-й предыдущаго $; мы будемъ ее разсматривать какъ 
функцію опредфляющую. За линію разрыва этой функціи можетъ быть 
принята всякая линія, соединяющая й, СЪ а), а, СЪ 3... а} СЪ 4, а, 
съ оо, такъ что ее можно разсматривать какъ состоящую изъ К 
частей а, 4, а. @з,... а, со. 

Легко убЪдиться, что два значенія функщи Ф (х) въ произвольной 
точкЪ на линіи разрыва будутъ находиться въ слБдующихъ зависи- 
мостяхъ: 


— 2ат1 
на линіи а, а, имћемъ Ф (л.)==е Ф (х,), 
о (а) 
У › @> аз ” Ф (г,)==е Ф (2), 
— (аз. 


ар со 


» Ф (25)=е Ф (21); 


_ слфдовательно, по теорем 1-й, $ 1, значенія производящей / (х) въ 
различныхъ частяхъ на линіи разрыва будуть слБдующія: 


2 ат 
на лини а, а, производящая { (2) = т Ф (2.), 
202-60) т2 
а » '@ @з » Ѓ(2) = ТРЕ $ (23), 


2(а- В.Н) 


е —1 
Т А Га) теа с 


отсюда по теоремћ 4-й $ 1, 
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у 


2аті 
() ит ы ху еве, Дени „(а „у 


20218) е а 
1 $ 
0 (2—2) (#—а,}*...(@—а,)^ 


а 


я 2(а4--..+^) т г аё 
(е —В/ (0—2) (—а).0—а, ў) 


ак 


Ирраціональная функція подъ знакомъ интеграла во второй части (1) 
должна принимать тЪ значенія, которыя соотвЪтствуютъ правому краю 
траекторіи интеграла. 


2. Полагая въ (1) В = ү =... = А = 0, а, = 0, получаемъ 
2аті $ 

2 ті и" аё 

(2) та = (е —1) Геи 
% . 

отсюда, полагая 2 = — 1, 

т РЕ 2аті аі 

0) агде; 


но если предположимъ, что функція Ё подъ знакомъ интеграла при- 
нимаетъ положительныя значенія, то легко убЪдиться, что 


— ав 


(— ): 76 , 
слЪдовательно Е 
. 9 ат ә 
9 т1 аё ` 
А у +02 
е е 
ИЛИ 
а? п 
І КИЕР вата 
@ (14-0) 2° Ут ат 
е, 
0 


Это извБетная формула, играющая важную роль въ теоріи Эйлеро- 
выхъ интеграловъ. 
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3. Полагая въ (1) ү =... = \ = 0, 481, а, =0, а, =1, нахо- 
ДИМЪ 
1 


СОИС о 
о а (1а) 1° е сагир" 
А Я 
Умножая 06% части (3) на х и полагая 2==оо, получаемъ 
1 


9 2 ат а 
ее а у туе 
е 0 


ИЛИ 
1 


П И 0 
Ш ѕіп ат а (1—2) 1“ 


0 
Такимъ образомъ мы опять получили формулу (1), ибо стоитъ только 


: і 
въ предыдущее уравненіе подставить го на мето #, чтобы полу- 


чить (1). 
1 1 
‹ ПГ. Выраженія КЦЇЙ — и ь 
А $ р фун ц ту (о 2 че 


у т (а А 
тфа 
резъ опредфленные интегралы вида у т" Слздетыя. 
0 


1. Принимая функцію 
1 


= 

У (а — у х)" 
за опредЪфляющую необходимо предположить, что » 2> — 1; для про- 
СТоОТЫ МЫ ПОЛоОЖИМЪ еше, что число а есть положительное и что функ- 


ція Ух съ верхней стороны на положительной части оси абециесъ 
имфетъ значенія положительныя, а съ нижней стороны отрицательныя. 
Производящая функція (2) опред®ляется по формулЪ 


А 1 . 1 
"И УЗИ" УУ): 
отсюда получаемъ такое выраженіе для функціи / (2): 
1 соѕ магсёо КЖ 
ИСЕ 


СлЪдовательно, по теорем 4-й $ І, 


Га) = 
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о РА 


со 


ИЕ 


(1) т; б соѕ м ага -— И 
р теа —— А, 
Ита.) ута 

или, внося—2° на мфсто хи Ё на мъсто +, 

(9) т созт агеів Р РИИ 

———————— ССС Нм ® — М 
320-2)" Иа)" (04-23) 
0 
Положивъ 
атсіб — =, 
получимъ 
аа і 
і = аїс Ф, а = Бе › соѕтагсіс = ==с087%, 
1 __ 608" 1 а соѕ?ф 
ет 4 а? — ато + а2со52 


поэтому формула (2) можеть быть представлена такъ: 
й 
2 


та"! соз"Ф соѕ м Ф а? 
І а. ее, 9 — В. 
(0 22 (а х)" ф а? т? 9-42? соѕ? Ф 
0 
Отсюда полагая = = а, 


т 


2 
(3) ‚сов соѕ пе аф = ан (п > — 1). 


0 


2. Если за опредъляющую функцію возьмемъ 


1 
Ф) д ) 
Ра) (а — ї Уз)" 
то необходимо предположить, что п > 0; тогда, подобно тому какъ и 
въ предыдущемъ случа, получимъ 


(4) 1 1 Я эт и атс вв И" 
а >) 
т и, 

или 

Ёѕіп паге 40 = 
Ва та Исеть 920) 
0 


отсюда, полагая 
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= а $, 
т 
2 
1 Еа ИА "эт ф зіп м с08"—1Ф 4950) 
(1) а? а) Т. а? віп? 2-42 соф 
0 
Положивъ х = а, находимъ 
2 
2 
(6) |. зіп Фф ѕіп $ с05"—164Ф = и (п > 0). 


0 


Формулы (3) и (6) легко выводятся одна изъ другой. 


$ ТҮ. Еще подобныя выраженія функцій 


х | 
"Еа | {И ра З Иа 
Г в.е одаме Ле Ое ), 

Ма 
і 1—2 1 ў 
и отл ИОМ 
14 хе а е 
1. Принимая во внимане функцію 
Их 
Я , 


не трудно убБдиться, что она неразрывна во всей координатной плос- 
кости, кромЪ точекъ лежащихъ на положительной части оси абециесъ, 
которая составляетъ лин разрыва. Во вефхъ безконечно удаленныхъ 
точкахъ и не безконечно близкихъ лини разрыва, функція Ф по- 
лучаеть безконечно малыя значенія; въ безконечно удаленной точећ 
на линіи разрыва та же функція получаетъ неопредъленное значеніе, 
модуль котораго равняется единицћ. Это показываетъ, что значеніе 
интеграла 


взятаго по безконечно удаленной окружнобти, равняется нулю, при 
всевозможныхъ значеніяхъ перемЪнной 2; слЪдовательно, къ функціи 
Ф можетъ быть прим%нена теорема 4-я, $ І. 


Производящая / (х) разсматриваемой нами функши выражается фор- 
мулою 
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И Е 
Из Уз = 
6 У т Ух. 
9 п; и и. 


Го) = 


елБдовательно 


Их б" : 
1 у 
(1) е = а ГА "1 і, 


0 


или, вставляя — 2° на мфсто хи Ё на мфсто & 
— Ф оо 
(0) те - | те 
2 2 + а? 
0 
Это известная формула Лапласа. _ 
2. Если на мето функціи и возьмемъ во вниманіе функцію 
1 ЗИ 
ие" ‚ то получимъ 


Их 5 
т „А е М: соѕу # 4, 
(2) Ух У — х) 
0 


или, все тоже, 


— 2 
т 60; ЕЕ 
(0) ат Я ва 


Формулу эту легко вывести непосредственно изъ (1). 
3. Пблагая 


Их 
ф(х) =е 1062, 
не трудно удостовЂриться, что 
1) 


нь 8084. (а == (), (7 = оо). 
== 


10 
ДЪйствительно, полагая # = е , находимъ 


ы = 
(0) тр за | 
Ф( 1 № и е ана ке 0 
о т е (ов | 10) 5—9, 


е — 2 
р 
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Эт 
— Их віп Ы н №. н. ли 
=і іт је 06" 5 — 48 
Аф 
Әт 
— И ғ віп Ьа 
==; МИ 105 7 е 19, 


0 


гдъ М изображаетъ нћкоторую конечную величину. Обозначивъ че- 
резъ « произвольно малый уголь, будемъ им%ть 


(7) а 4 к 
— И ғ зіп — 
? Фй 2 
іт |; = Мі 106” | е 48 
0 
2т—а 
0 
— ИХ вв — 
+ М\ю 1057 | е 48 
0 
2 
— Иг вір и 
4-4 Мі 1057 е 19. 
97—а 
Но 
Ў а 
— И ғ віп и. = Иг эт 5 
і 5 Р 105 7 ае у 
Їп 105 д е 49 = — Ш — 1 
у” 7:605 5 
а 0 
а 
ОЕТ РИА 0 
й 1 р - У» шо. 
= — И 98.7 М де, 


у 


гд № изображаетъ величину конечную; елд. 
а 


— Ик эт ка 


2 
Ши 1007 е 49 = 0; 
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2. 


такимъ же образомъ можно доказать, что 


2п 
— Иг вів > 

Пи 1057 е 48 = 0 

2п—а 
и, наконецъ, очевидно, что 

27—а 
— И ғ віп = 

іт 1067 е 09 = 0. 


Сл%довательно 


1 —Ф 


отсюда заключаемъ, что функція Ф (2) можеть быть разсматриваема 
какъ функція опредъляющая. 
Производящая этой функціи выражается формулою 


ювліу 72 =, 
од’. паза: а. 
т 
слЗдовательно 
Ж М7 И 
Ух 2105 ету # ее 

109 х = — {Ё 

(3) е 05 2 р ЧЕ: 


0 


Подставляя въ этой формул — = на мЂсто =, получаемъ 


и РР, ИЕ 
ат БА, НИ 
И = — 105 зіцу # е 


е (062-і) = Ни ТА 


0 
полагая, что = есть величина положительная и приравнивая веще- 
ственныя части съ обфихъ сторонъ, находимъ 


со 


тих. к 1 105 # віп У $ — созу. 
(1) е 109 2 = Ы: о АВ 
|2 


0 


приравнивая же мнимыя части, получаемъ вновь формулу (1). 
Изъ (Ш), полагая 2 = 1, находимъ 
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== $7 = 


(4) 7 т Р 05И р 
1-4 15 е 


0 0 
4. Принимая за. опредЪляющую функцію 


| Е 


| $ (2) =е , 
производящая /(2) будетъ такая: 
4 4 4 
ра е. = н У т рет 
отр (0) = е" — в = соз И = — е зі 5 
слЪдовательно 
Зы м. я й Де 
Я соз И ё —– е сеу # 
(5) тўе 356, Каа МОБ і, 


или, подставляя — = на мЪето х, 


д7— 4 4 
й 5 та – ИТ р 
та 4 т 2 
2те (о И т: и+)- В оз НИ 
АЕ 


0 
отсюда, полагая х вещественнымъ и ПИЦИ ЕР? 


УЕЗ о т 
Эт г Ў і р 20 == е ИЕ 
(6) 210 Ш 4 В р уг арў $, 


со 


у=. ить 4% 
. (т) Ар И = 7. ТТА [2 
Е ы е +2. 


5. Положивъ 


гдъ численное значеніе х меньше или равно единиц%, получимъ 


Их О 
они ИА ) + 105 а — че ) 


Е 


уг 
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е В, 


сл®довательно 


2 пу Иа О, в, 
— 100 (1 — 4 = ссе а 
Уз е тн т у + (0—2) 


или, подставляя — х? на мъсто хи Айы на мБсто #, 


(ТУ) 2 106 (1 —ае. 20, ИРОНИ 


аа Т т ИП —-: ж? 


Положивъ въ этой формул х==1 и посл 2 =— 1, получимъ двЪ 
достойныя вниманія формулы. 
6. Если положимъ 


гд% численное значеніе а ниже единицы, то найдемъ 
ЕУ и 
И 1 — а А 
о 09) не СИБ 
у = ти. и Т — Их 
1+ хе 
2 (1 — а?) 
И (1 - 260 у а -|- а)’ 


= 


поэтому 
ў Их оо 


же 1—-хе 


ЕТТТ Шла (1 = е. аі 


Уз ашн. » УР сову -!. асову а - а?) ) (#—2) 


(у) к 1 — хе | я аі 
Рис ПИР = @ Иру ре ЕЕ от отет игна и 
2 (1—а?) х т (1—929с08# ~ 9?) (Р--х?) 


т. Функція 
1 


Ф, тт уро 
И» 


а е 
гдЪ численное значеніе х ниже единицы, имфетъ слфдующую произво- 
дящую: 
ВЕ Д 7 И= т 


— 1 ви, > ЕАН МР 
Пр —— т И та 4 2асоз ух 4 а?) 


МАУ .гСіп.огд.рі 


поэтому 
1. АМ. р зуг @& 
| ср ЛО = 
или Й 
(УП аА ор РИ о | 
2 (а –-– е=) (1-9 асоз # 1-а) (#2-- 1?) 


& У. Теорема Абеля. 


1. Пусть будетъ дана функція 


А = у(&—а,) (2— а»)... ваз 
которой линіи разрыва обозначимъ чрезъ (а, а), (ЧА: га). 
Функція 
у 0А 


гд Ф и 0 суть произвольныя цЪлыя функцій л-ой и т-ой степеней, 
и первая относительно 4°, — имфетъ тъ же линіи разрыва (а, а,), 
(а, а,),...., такъ что на каждой изъ этихъ линій она получаетъ два 
взаимно обратныхъ значенія; кромЪ того, нЪкоторые изъ корней урав- 
ненія 
9? — 024? = 0 
могутъ обращать функцію у въ оо. Допустимъ для простоты, что сте- 
пень ® выше степени 04, и что между 2" корнями предыдущаго урав- 
неніл находится ” корней, обращающихъ у въ со: обозначимъ ихъ 
чрезъ 2, 2... 2,. Остальные корни 2.11: 2з... 2% будуть обра- 
щать фүнкцію у въ нуль. 
Функція 


гдЪ Е есть произвольная цфлая функція степени ниже /, имЂетъ ли- 
ніями разрыва лини (а, а,), (а, а,),... (9 -, аз) и еще линіи соеди- 
няющія произвольно взятую точку на координатной плоскости, напр. 
точку нуль, съ точками 2, 2..... 22»: эти лин мы обозначимъ чрезь 
091. 02%,... 049. ЖромЪ того, функція $ обращается въ нуль для == оо. 

Функцію Ф мы принимаемъ за опредзляющую. 

Производящая функція /, принятой нами во вниманіе функщи опре- 
дЪляющей, на различныхъ ея линіяхъ разрыва принимаетъь елБдующія 
значенія: 


МММ .гСіП.ог.рі 


Е ОЕ 
на лини а, а, имфемъ Ѓ р и 
19 Е 
В) аз а, р. Г (2) = а Е. 
Н а 70 
192 
» 2—1 © я ат чен, 
гд 10), №... цфлыя числа; далће, на линіяхъ ох, о2,,... ол, 
1 ( 
на ЛИНЯХЪ 02,1, 02,_9,... ОЖ 
Га) = 
На основаніи этихъ Боч мы заключаемъ, что 
2, р 22 п 
СИЕТ Р а / Ре. Е() а 
ттт 4 аа "77 Га ‚ 2) 4 0 А (о РМР (2—2) А (2) 
0 
Е( а В ) а 
і 0 а 
() И А.е 
уг хиа о + 19 тх 
а, а 
2—1 


Согласившись разсматривать величины х,, 2,,... зэ, и зависящіе отъ 
нихъ коеффиціенты въ выраженіяхъ функцій фи 0 какъ перемфнныя, 
а остальныя величины, именно: а;, а,,... а». =, коеффиціенты въ вы- 
раженіяхъ функци /-—какъ постоянные параметры, мы можемъ пре- 
дыдущую формулу написать такъ: 


2{ 
19 
1 Р(Оа 
(1) Хч | Эдо + Соп 
0 
гдВ == — 1, если 4 <7, а е = 1, если 4 > ғ. 


Эту формулу можно представить еще иначе. МЕСНО, если 
допустимъ, что траекторія интеграла 
„5 
Е РО а 
(2—2) 400) 


произвольна, а подъинтегральная функція остаетея неразрывною на 
этой траекторіи, то, при данномъ 2‹, значеніе разсматриваемаго инте- 
грала будетъ зависить отъ вида самой траекторіи. Различныя траек- 
тори, соединяющія точку нуль съ точкой 2х. бываютъ двухъ родовъ: 
одн даютъ для функціи Д (2), при 2==1:, значеніе А (2), другія же — 
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А тА 


значене—А (х;), при одномъ и томъ же первоначальномъ значеніи 
А (0); сообразно этому и интегралы 


2; 


Е(0) й 
(2—2)А (0) 
0 


бываютъ двоякаго рода. Для разлимя мы будемъ ихъ „обозначать 
такъ: 


21, А (2) ди, — А (х) 
Е аі  Е(0) аі 
(2—2)А (0) ’ (2—2) (0) 
0 0 


Съ другой стороны, легко убЪдиться, что во-первыхъ, веф значенія 
интеграла 


аг, А (20) 
Р( а 
(2) А (1). 
соотвЪтетвующія различнымъ траекторіямъ, разнятся между собою по- 
стоянными величинами и, во-вторых», 
т, А (2) 21, — А (2:) 


тфа 2. руе 
/ (А) ^ Два —АО "0% 


поэтому, полагая 


! 
АОК: ша $ (2) 
(2) 0) (1) ? 

формулу (1) можно еще представить слђдующимъ образомъ: 

2+, А (20) 

7 2п 
(0 БОДРУМ ан. Е ХОСНИ 
А 105 0А 2 Са)А (0) —- Сопѕё, 
0 


гдЪ интегралы во второй части могутъ быть взяты по какимъ угодно 
траекторіямъ. 


Это есть формула, выражающая собою теорему Абеля. 
2. Если А? и одна изъ двухъ функцій Ф и 0, напр. %, суть четныя, 
а функція 0— нечетная, то корни уравненія 


(2 — 62 Д2 = 0. 
будутъ 
ОР ОРАР 
а Уо 


МАМУ. гСіп.ого.рі 


ео. 2 


А (2;) = — А (— 2); 
тогда 
ах, А (2‹) -- 201, — А (2) 2:1, А (20) ал, А (21) 
а | а з 00 ЗВ. 
/ {40 у / (#22400 — / @—)4 ‚ М» р (а) д (2) 


а 


21, А (<) 
: і 


= 20 / ИС аз)уд (0) ` 


и елд. 
ат 


16 А 1—9 а 
(2) 1 к У. А. ААИ 
106 е сва 1 уа). Севе. 


Подъ такимъ видомъ представляютъ обыкновенно Абелеву формулу въ 
теоріи эллиптическихъ интеграловъ; тогда А == (1—1) (1—/° #). 

3. Подобно тому какъ была выведена нами формула (1), легко 
можно составить аналогичныя формулы для ирраніональностей какого 
угодно порядка. Напримфръ, легко доказать, что 


| ТА И 1 п 
(3) | (4-6 ) алк (9а ОЙ) 
у Р" 
| о м 1 # 7 
А ЧК 1-9 Іов (9—20 В” | 
хі 4 В(а()" 
і) Е (В а 


= |. Сопѕё, 
г.) 0 В()" 
гд 0, 0, А, Е, суть цфлыя функцій отъ х, степень Е ниже степени 
Ии ЭР | 
У В", а=е" ;х,, ж,,... суть корни уравненія 

фт — 8% т — (0): 

) 

величина х и коеффищенты въ выраженіяхъ функцій / и В раземат- 


” я ш. РЕЗ 
риваются какъ постоянные параметры; наконецъ, значеніе корня У Е” 
опредЪляетея по формулЪ 


я 
уе МДС 
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$ УГ. Преобразованіе функціи 
ў (0-а, 211... Ра) (1—0) (1—8)...(1—120)5 а 
0 


+-—х 
1. Возьмемъ во внимане функцію 
1 


и у ре (1—0? (1—07... (1—0)0 
1—1 ? 
0 А 
гдБ у (2) есть произвольная цЪлая функція 7-ой степени, х > — 1 и 
8 > — 1. Линія разрыва этой функціи есть прямая, концы которой 
суть точки 0 и 1; разность двухъ значеній функціи т (х) въ произ- 
вольной точкЂ х на лини разрыва равнястся 
28% (2) а (1—0) (1—1 а). (1—2); 
слЪдовательно, функція 
адаша, „т ар нуе 
(2) а (1—2)... (1—22) 
въ каждой точкф на линіи (0, 1) имЪетъ два значенія, разнящееся на 
2 1; приэтомъ слБдуетъ предположить, что лини разрыва функціи 
47 (1—2)? (1—2)... (1—22), 
т. е. (0, оо), (1, о), (= со ),...., нигдъ не пересБкаются и не совм%- 
щаются съ линей (0, 1). Отеюда слфдуетъ, что функція 


ах (0) а (1—2)... (1—12)? 
есть неразрывная во већхъ точкахъ линіи (0, 1); но, съ другой сто- 


роны, она имфетъ линіями разрыва прямыя (0, оо), (1, оо), (тоз)... 
кром того, обращается въ оо въ точкахъ, удовлетворяющихъ урав- 
ненію 
об). 0: 
Очевидно, что если умножимъ предыдущую функцію на 
Ф (2) а (1а) (1—2)... (1 —1[ 8+", 
то полученное произведене 


| "е рм Ф (т 
9 (а) = —2)8 1...01—2а)5714()2 —— Е. а 
представить функцію не имфющую вовсе лини разрыва и не обра- 


щающуюся въ безконечность ни для одного конечнаго значения неза- 
висимой перем нной. 


МАУ .гСіп.ого.рі 


ыы 9 = 


На самомъ дЪлЪ, допустимъ, что функція 0 (2) для = = 0 обра- 
щается въ безконечннсть; тогда, для безконечно малыхъ значеній 2, 
функція эта будетъ принимать безконечно большія значен1я цЪлаго 
порядка, слд.—не ниже единицы; функція 


СА Ф (2) 

4х 9 (2) 29 (1—2)... (1—22) ? 
при безконечно малыхъ значеніяхъ для х, будетъ обращаться въ со 
порядка не ниже 2--х; функція 


Ф (2) 
$ (а) а (1—2)... (1—122)® 
бүдетъ получать, при тъхъ же значеніяхъ =, безконечно большія зна- 
ченія порядка не ниже 1-х, а функція 
Ф (2) 

булетъ обращаться въ оо порядка не ниже перваго, что противор%ђ- 
читъ теоремЪ 3, $ І. Сл%довательно, функція (х) не можетъ об- 
ращаться въ безконечность въ точкЪ 2=0 *). Точно такимъ же обра- 
зомъ мы докажемъ, что 0 (х) не можетъ обращаться въ безконечность 
въ точк$ х = 1 или въ какой нибудь другой точк на лини раз- 
рыва (0, 1); поэтому функція 9 (2) неразрывная во всфхъ конеч- 
ныхъ точкахъ координатной плоскости, есть функція цфлая. Если 
функція 2 (2) при безконечно большихъ значеніяхъ перемфнной х есть 
безконечно малая величина степени равной =", то функція 0 (2), для 
безконечно большихъ значеній х, есть безконечно большая величина 
степени равной 2% 157°! гдф о означаетъ число множителей 2, (1—х), 
(1—/22),.... (1—22); поэтому функція цБлая 6 (х) есть уљлая, раціо- 
нальная функція степени »--2—№—1; мы будемъ ее обозначать чрезъ 
0. роһ-1. Итакъ, 


МИРИ а Ф (4) 
В пе Ас: 
а В Е ИЕ 7. РРР Уы нид 


*) Легко доказать, что внутри круга, начерченнаго изъ начала координатъ раліу- 
1 1 
сомъ равнымъ наименьшему изъ чиселъ 1, тойт... той т» имфемъ 
И. С 25 з 
о (2) = та (1--5)Р....(1— Ра) аванс 4 ...., 
12-е 
а если о есть число цфлое, то 
ф(х) =—:9(1—2)?...(1—12:)% (2) 105 `х-а-- еее +... 


Эти выражена даютъ возможность непосредственно убфдиться въ томъ, что 9 (0) не 
равняется со, 


\МимАм/.гсп.ОгГО. р! 


8 25 


отсюда | 
Ф (х) =)" 1—2)... (1-28 с ны оа 
О ав 2—0) 
ИЛИ 
1 ЫЈ 
Ф) 6:(1—6)8...(1—120)° 5 Г дель ах 
(0) / с аида". 1—0) / Ни 


0 
Формула эта даетъ новое выраженіе функщи Ф (2) чрезъ неопредЂлен- 
ный интегралъ отъ алгебрической функціи; мы воспользуемся ею впо- 
слБдствіи. 

2. Положивъ въ (1) % (2)=1, получаемъ 


1 
РРР ор оа а 
4 а А т 


0 
Допустивъ еще, что већ параметры /:,..../ вещественны и меньше, по 
численному значенію, единицы, будемъ имЪфть ^==1, и ел%д. 


1 
#401—0)0...(1—180)8аг _ 3 Ў 0:5 ах 
о у 00-а иа 2"(1—2)?...(1— 122)? пани" 


0 
Итакъ, напр. 


1 
(1—0)? 3 4х 
2 ЕЕЕЕЕЕ—6 = —- м — тү |! РАНЕ: 9, 2822 = ОЧЫ Ш? ЗИ 
(2) 7 ‚41—04 » | аўн» 
0 


1 
(1—0)ё(1—20)ї Р А-В = 
8 МД а —— В — а | ———————— Що 
(3) ГА Аса = (1—5) (е #25) і ан уут а 


0 


и т. д. Коеффиціенты 4, БВ, С, въ этихъ формулахъ легко опред%- 
ляются; для этого стоитъ только разложить 06% части уравненія въ 
ряды по убывающимъ степенямъ перемънной 2 и приравнять коеффи- 
ціенты при одинаковыхъ степеняхъ х въ обфихъ частяхъ уравненія, 
Такимъ образомъ получаемъ 


О = — а) т (1—0 а. 
0 А 


А и В мы опред%лимъ въ слфдующемъ $-ф%. 
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120 —. 


$ УП. Связи между полными эллиптичеекими интегралами. 


1. Подставляя въ формулЪ (3) предыдущаго $-фа —®, —В, —1 на 
место а, В, ү, получаемъ 


аё 1 А+ Вх 
0 / а В Г" у / 9 ВЕ т 1-42, 
Я (2) #2 (1—0) (1-—№97 22(1—а:)(1-— а) / а1—-2(1—а)1—8(1— Юж 


гдБ 2<1, 8<1. Чтобы опредфлить коеффиціенты А и В, мы предста- 
вимъ предыдущую формулу такъ: 
1 


а р РОС О ана і... == 
21-4 (1—2)1-—В (1—92) 1 2—2) еру (2—2)0(1—0)8(1—к20)ї — 


А Ву, 
и сдБлаемъ разложенія: 


1 
й ага. Иа, Се е 
(2—2) (1—0) (1—20) С. ДМ. 
0 
гдЂ 


1 


г а | В 
2  — Ум—— __——“ 
2) А у (1—0) (1—20)! ' 


4 ег 1— 
(1а) 001—090) 10—21) 8-0а0-048 22—8-101—(1—84-)-2-...). 
ВелЪдстве этого находимъ 


аар (ент 4 а 190). 
— А- Вх, 
и слБд. нослЪ упрощеній, 
(8) денег», 
(4) В=—(а--8-+-ү—1) 08р. 
Подставляя въ (1) на место А и В ихъ значенія по формуламъ (3), 
(4), (2), находимъ 


МУУ .гСіп.огд.рі 


1 


(1—2) (1—2) Е 


ах 
(а 4 814 061—1) 7. Зе ў ааа) авт 


1 


ОЕ АСС Г ИО ОТИС Т ИИЙ, 
Е » у / а рТ 


1 


ОЕ. о А и. 
–енни—0» / ео 0 / ов) Ва 


Всякій разъ когда число у положительно, за низшій предЪлъ неопре- 
у 1 
дЪфленнаго интеграла во второй части (1) можно взять гг: полагая, на- 
примЪръ, 
1 
а=В=1==5 
панузасиз 


И 2) (1—10) @& 1 01 а р 
атут) 1—80) 2, ) и0—0(1- га) 0190) ит 


02 2 а2 ___ Вайт 
Ј У11—) 0— Тан. тт еса в 


Это извЪстная формула Лежандра, выражающая т эллиптичес- 
кій интегралъ третьяго вида помощію эллиптическихъ интеграловъ 
двухъ первыхъ видовъ. Ее обыкновенно предетавляютъ подъ другимъ 


б ЕЕ. 
видомъ, который можно получить изъ. (5) чрезъ подстановленіе р На 


мЂето 2; тогда на самомъ дЪлЪ получаемъ: 
1 1 


А (2) а. Ж А (2) аі 
СЯ, жа) А. 


т 1 У 
Е: у дк [5 Е _ а. 
А А (а) ЕИ о е Е А (2 Г от А @) 
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Р хах ах к хат 24(:) 
на фото у А) :*: 11 у А И а 
[ 1 


в 
| 


фр |] 2 р] 242 24), 
А ы А = 
0 0 


гдЪ А (2) = И (1—2) ой и слФд., поселЪ ЕЕ үпрощеній, 


(6) о Аба _ Ии" Ре х ах, 
(1—1) А — А (0 А (=) А > А (2) › 


2. Принимая во вниманіе САНТА (1), мы предположимъ, что З и ї 
положительны и едћлаемъ 2==1; тогда первая часть (1) будетъ рав- 


НЯТЬСЯ 
1 
д (1—2)8 (1—22)! а 
м [2 (1—2) (1—2) 4) 
А (а) (1—0) (1—0) 1 е 1 
Полагая 
х=1- р, 
$=1 — ДР, 
получаемъ 


( а" (1—2) (1—122)7 а ) 
(—а)(1— (1—20) 


= 11 


0 


— ёт 129] 
ыы 4 аа-а & 
аяда м) (1—1 о 


р 


со 


т А а 
= — е ——————9 
/ 0+0 # 
0 


или по формул (1) $ П, 


1 о 
— Вти 
ме /. а (1а) (1а) Ра. а 
(1—2) (1—0) (1—20) с 1 іп т 
0 


МАУ .гСіп.ого.рі 4 


= 6 8 


Олђдовательно, изъ (Г) получаемъ 


048—1 4-(5--т—1)° м 
[(-Е 9—1 @-1—1%)] / 1—0) а—е0т.] ча таит 


1 


1? ЕЁ а 
ке 
Е г (1—0) (1—120)ї |, п—(1— 8(1—20)1-7 


—8т1 
И ТЕ е: Ва 
#°(1— а реу) в 0):-6(1—10)'- !=1 віп 85 


или, внося въ первую часть на мЪето (ре 
—= (1—8) А 
е (7—1)! 
— ті 
и сокращая 06% части на е , 


є А 
һә 


ж 


«> 
= 


А 


Бой 
= 


4 


ВЕ і 
о В В. ЗЕ И у— 1)/° ее БЕРЕ», ое оС ВЕНЫ КА 
(2 Н | (4-7 ) = ии 
9 1 


1 Е? 
га 1? 
РИС ТИТ се ВР: р Ое ЈН 
о а ХА 061—180) 4 паре 
1 
ены) | 
(1—0) (1—00) 07 1-41) (1—00) зіп Вт 
0 1 
ДФлая въ этой формул х = 2 = =) находимъ 
(т) й) аі РЕ 
2.) 010—0(0—00) „/ (200—1) (1—0) 
0 1 
) 17 


ЕНЕ А 5, 
АУ рТ (100—0), р 200—1) (1—0) 
0 


Это формула Лежандра, выражающая связь между четырьмя полными 
интегралами двухъ первыхъ видовъ, 
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че. "ТИ 


3. Принимая во вниманіе функцію 


2-90 
12 


РМ А аі , 
(2—2) (1—0) (1—20) 
нахолимъ 
\ \ а 
(8) (—а)е (1—0) (1—20) 
291—2) (1—84)! 21-91 «у-ва аут 
гдЪ 
0=(9--8—1--(8--у—1)0%), — а) Ч, 
Р-—(:+8-- ке 241, 
(9) 


ВТ Габ ЯТ, 
(108 ал (120) 


Изъ (1) и (8) получаемъ 
4 


1 


аі ы аі 
(10) А (2—2с)12(1—#)8(1—20)1 е -/ ааа —12)ї 


1 Т-+-Мх 
| Ба аат а1—9(1—2)1—(1—2)1—7 т 
гдв Ги т суть произвольныя числа, а 
= 1А 4 тС, 
М=1В + т. 
Числа Г и љт можно выбрать такъ, чтобы одно изъ чиселъ Г, и М, 
напр. М, обращалось въ нуль; для этого необходимо · чтобы Г и т 
удовлетворяли уравнению 
ро + тд, = 0. 
Мы положимъ ғ Е 
1% т == — Ро 
тогда 
= (а В--1—2) (ро 9—41) 1°, М=0, 
и, елЪдовательно, 


> 
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ыыы 


а 


(Ш) ./ лы =! 
(2) (1 098 (1 — Ри 
р 
ИРОНИИ АНГА 
(2—2) 2 (1—0) (1— 00) 
2 агу ЕТЕТ ЖИЕ. Е 
2? (1 — 28 (1 — №) 21° (1—2)! ват 


Если = В -/-у < 2, то за низший предълъ неопред$леннаго интеграла 
во второй части (Ш) можно взять оо. 


Въ частномъ случа%, когда х = В =1==- Е будемъ имфть, по фор- 


мул (7), 
№ (роф. — 214%) = — 2" 6 
слЪдовательно, 


а о. 
С) Е (1—0 (1 — 1 0 Газу тто 


1 


е; __& аттата 
у 101—001 — 10) (.— 2уМЕ (1—0) (1—10) 


у —2) (1—4) Иа—2) (1—12) 


Это извфетная формула, выражающая собою связь между четырьмя 


7. | = 


1 
полными интегралами перваго и третьяго видовъ. Подставивъ р». 
на мЪсто =, получимъ ту же формулу въ другомъ видЪ, именно: 
1 


йі 
Ге ЕЕ. / (1—2 (1—0) (1—20) 


с 


у а 
- Г у Е а м / пукі) 0) 


тұ 
И ОЕ (1—2)(1— 12) тру уреа И (1—2)(1— 2) (1 = о), 
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м. НЕ: 


ИЛИ 


.2 


| 
(12) Я _ 4 ї: МИ. 
А у 201—0) (1—0), (1—е)у (0—1) —120) 


1 


АЎ / з В. ды Г 7 НЕ СА 
И (0—1) ( 1—00). (1—2) (1—0) (1—10) 


ПЕТТЕ Р 5}. бх : 
Их (1—2) (1—18а)./ Уга-а г» 


0 


$ ҮПІ. Преобразованіе функции 


1 
(аи #"—21--...-1-ал)е 0 (1—0)... (1 —120)° р 
ў 1—21 ў 
0 


Частные случаи. 


1. Функція 
1 


фу = / Фед. ада 
ааваа, КА 


гдЪ $ (1) есть произвольная цЪфлая функція 2-ой степени, составляетъ 
частный случай функціи, разсматриваемой въ $ ҮІ, ибо 
и На ( 1-- =) (т = оо); 
поэтому она можеть быть выражена чрезъ неопредЪленный интегралъ 
.по способу указанному въ Ў УІ. 
ДЪйствительно, такъ какъ функція 
ОЕ, |. ана. И 
$ (2) еа (1—2)... (1—22) 
во всфхъ точкахъ на прямой (0, 1) имћетъ по два значенія, разня- 
щіяся на 21 то 
а шаю п 
ах 9 (а)? (1—2)1... (1—10) 
есть функція неразрывная въ точкахъ на (0, 1). Но, съ другой стороны, 
посл%дняя функція имЂетъ линіями разрыва (0, оо), (1, оо), (45°), ко- 


торыя суть также линіями разрыва функціи 
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е? а (1—2)".... (1—22), 
и очевидно, что произведеніе 
(а) еа (1 —20)152...(1— 2а) а ет УИ э то срд 
ах “(2)е (1—2)... (1—22) 


есть функція, не имфющая линіи разрыва во всей координатной плос- 
кости. Кром того, 8(5) не можетъ обращаться въ со ни въ одной ко- 
нечной точкЪ на координатной плоскости”), слБд. она есть цфлая 
функція отъ перемфнной х. Для безконечно большихъ значеній пере- 
мЪнной =, 6 (2) обращается въ со степени равной 2"'2—", гд № озна- 


у 1 . А 
чаетъ наинизшій показатель въ разложеніи функцій Ф (2) по воз- 


1 
растающимъ степенямъ отъ р а с означаетъ число множителей 


і, (1—2),... (1—0); 
поэтому функція 0 (2) есть цљлая, рашональная функція отъ х степени 
пУ-з—№: мы будемъ ее означать чрезъ 0,:с-», и елд. 


ваай аут, (1-а) на) Ф) оь 
42 (теб к?(1—2)1...(1—120) 


ИЛИ 
1 


] еч 07.01-00 а 


1—0 


(в 


0 


ә 
= , ца 0) 1-6.) ал 
= (ође (1—0)... (1—0) си 
А еа... (1—22) (2) 
Въ первой части поелБдней формулы на мЪето предЪловъь интеграла 
0 и 1 можно взять произвольныя два числа изъ ряда 


1 1 
т 


0, 1 


‚ Оо; 


*) Дла значеній 2, соотвЪтствующихъ точкамъ внутри круга, начерченнаго изъ 


. 4 1 
начала координать радіусомъ равпымъ наименьшему изъ чиселъ 1... тойу, будемъ 


имЪть 
9т4 #074 Ару МИР ә 
= —щея (1--л)т....(1— 22) (е)-на-фи-нса + ...., 
те 
а если 5 число цфлое, то 
ф(х) е д (1—4)"...(1-245) а) 106 ха-еве-сл?..... 


Помощью этихъ выраженій можно непосредственно удостовфриться въ томъ, что 
9 (о) не равняется со. 

Не трудно также составить другія выраженія для $ (2), подобныя предыдущимъ, изъ 
которыхъ непосредственно можно будеть заключить, что 0 (1) не равняется оо. 


5 
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— 184 — 


приэтомъ будуть м%няться только У въ выражени функ- 


ци бле. “нофи отг ,ондня9ро В 
9. Полагая, Въ (1). Ф) і; ћ==1, получает 
1 \ е | | й {5 
В” и ва. (0—7 пуа 
ож йонло та нй р а А 


81у, (1 Вађ" н = НР азин вы 
а ашцуукодэ 0122р унат 
Поса%днеё' предположеніе, что 1, будеть. им. мето, когда већ 
параметры (,..4 ‘вещественны и каждый изъ нихе: меньше :единицы, по 
численному значению. 
Дфлая поочередно 2=1, 5,.., получаемт 


пНЭНЭТтә АЕ 


оаа о ооа на "р ат Ен тотон. 
] О ГТО КІ і \ у 0 4 тў 1 ГОТЕОН 
(9) ије е и аи | туг гое 
л | 
1 ( ЕЩЕ 
| ИАС (4-Е Ва) ее, 
Е 8 +—т 8+ (1—2) 1-1 б 
(3) м Заб аА \ (И 
Е ев _(С-Еаде" 
— ве (1—0) | — 
/ {—х 2 1) їн 
ит. "Д: и | Г) .) 


. Чтобъ опредфлить постоянную Г: ВЪ Формула 
РЕНН гло ә | К.И] тр. (1 Срео НЗ 


вв > вр аи «1 
(4) | РА а доу д вежы Овна атон онжом Ги 
» (1—4) #8 8 р (97 1—6 
0 


мы напишемъ ее такъ: 


| 2 ет" 5.98 (62 8 ба - ) == Суини 
а 2 \ $ 4-87“ ” 
(0 


отсюда, такъ какъ 


лас К 0 е 4 | 
7 (2—2) д № Е 
ГР ДЕРИЧИ д ОБА А 


находимъ _ 
С= с 
0 гу 
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== з 


ИЛИ 27 
(5) С=,— (1—9). 
Умножимъ 06 части (4) на 1? И сдЪлаемъ 2==0; тогда будемъ имЪть 
оо \ 0 
р—0 „8 ЕЁ \ “а 6$ ах А р 
ц" [ет 1 | = | 1) отэ 
о; бети)? Сасе: тор опа 
Но «И {) } р } | А | 7 7 ут.) НО НИН 7 
Л 1 оо | 
я (3—1) 17 МТ (8—1)т 
| а 4 Е а—*Г (8), 
РЕЙ х мач {› ‹ ! 
==0с к 0 ; 
а съ другой стороны, ‘полагая #= — 27 мА 
‘я а \ 
мо. у а ИА @ о 
В етее Зан а о аш 
(1—2) # (14-0 Е зт Вт 
ы" "о - а 6 а 
слфдовательно. тнт ту, Кр | и 
т Вт о ті 
ИТУАРО оцоти он = е1 Омен Г. | Е | | Ш.Н 
чт Вт Ад 
ИЛИ А 
г (8.0 и аа 
ОНО! И тя ‹ М1 | т В 
| Г.) 
Сличая послфднее уравнеше съ (5) находимъ_ в \ 
(брт. илии Анаа вое вно оао и 


1 хо чанреэн{ Пан І п 2 115003 


14 Переход КЪ МАНИ постоянных А и В въ формуль 


ЧРИ 


Г е" д н 2 "(А Ва) ах. 
ры перун 


дн 1 — 1) ет 
мы напишемъ, ее таку: 9 \ 
; а А ® 2} | 4 > 
кВ Дей Гаал, 1—4 1 і – |= А 45 Вх, 
ие 14“ у. пив? С а, а | 


и полетавимъ на мъсто продлении интеграла въ первой части его 
разложеніе 


1 ) аж 
ай 
е“ 41 


ЕЯ . ГА | 
У] (Ее (1—5! ее ЗЫ р" (+ чађи Т 
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гд 


Ре / ѓе“ 
9 0—0 
0 


а на мЪето (1—2)!, (1—2)! ихъ разложенія по формул бинома; 
тогда, произведя указанныя дЪйстыя и приравнивая коеффиціенты 
при одинаковыхъ степеняхъ х въ обфихъ частяхъ, находимъ 


А = (—4--8-+-—1)р, Һар, 


В = %р,. 
ОВО, 
8 (1—9 е% ағ д 
(8) ааа а-в ане о ссу ае. В 
.) (2—2) # (1—0 (1—0) 21—9(1—2)1— 


ә а! : 
+} у 21 а / А е ах р / е7 Е / у. е 4х | 
01—01.) «еже 07 01.7 де 
0 


За низшій предЪль неопредфленныхъ интеграловь во второй части 
послЪдней формулы (8) можно взять — оо или -- оо смотря по тому, 
будетъ ли я отрицательное или положительное. 

Въ обЪихъ частяхъ формулы (8) на мето предфловъ 0 и 1 можно 
подставить 1 и ©. 

Примъчане. Само собою разумЪется, что во већхъ вышевыведен- 
ныхъ формулахъ показатели 2, 3, {,... предполагаются такими, при 
которыхъ разематриваемые интегралы получаютъ конечныя, опред%ћ- 
ленныя значенія. Подобнаго рода үсловія мы всегда будемъ подразу- 
мЂвать. 


$ ІХ, Преобразованіе функщи 


1 


: 5 
у р ор ные в ат... 1—4) 
—х 


10 
Частные случаи. 


1. Полагая 
1 


е6 де” (1—0)7..01—120° а 
1—2 


0 


-6 


гдБ $ есть цфлая функція 2-ой степени, легко удостовЪриться, что 


фунещя 


МММ. ГС. ОГО. р| 


ган Зе 


17? „ВЦ. (1 Ржу Н К м и (0) о 
х ( т) «Д ат "(2) ат “(а ја 261—2). (1—2) 


есть неразрывная во вефхъ конечныхъ точкахъ координатной плоско- 
сти, и слЪд. она есть функція цЪлая, степень которой равняется 


И 1 : 
п--2-4-1—1, если Й означаеть наинизшій показатель >. въ разложеніи 


А 1 
функцій Ф (2) по возрастающимъ степенямъ „› а 2 есть число мно- 
жителей, 2, (1—2),... (1—4). Означая эту функцію нрезъ биол, 
будемъ имЪть 
ағ 28+ {1—1 )1+1..01—10)+ (а)? © $ (2) 
е 2 - 
- Чаде 2 (1—2)... 1—2) 


= 9,5 {1—1 


ИЛИ 
р: 
р иеа (1—0)1...(1—020)° а 
4 
0 
С) Ре" Л а 
= е" (1—0)... (1-2) (2) / | и 1-41 4х. 
Л озна. ава 


Полагая © (2)=1, А==1, получаемъ 
1 
е а001—0)...01—0)° й 


(0 $ | 
е 


е 05 ах 
"а (1—2)... ( (1—22)? б ШРС ЧеРМ а оар 
Ва) 1. (1- жет 


Послфднее предположеніе, что /==1, будеть имфть мЪето каждый разъ, 
когда подъинтегральная функція, оставаясь вещественною между пре- 
дфлами интеграла, не будетъ мЪнять своего знака между тЪми же 
предЂлами. 

Очевидно. что въ формулахъ (1) и (1) на мето предЪловъ опре- 
дЪленнаго интеграла 0 и 1 можно взять два произволъныя числа, изъ 
содержащихся въ ряду 


— оо, 0, 1..... =» -- оо 


приэтомъ каждый разъ будуть мЪняться только коеффиціенты въ вы- 
раженіи функши 0. 


мимлм.гсп.ога.р| 


— 38 — . 


2. Полагая въ (1) поочередно 20, 1,..., получаемъ 
; | ( |9 


А 
ах? 
(2), 6, Чл 5 
Ач №. (> 1.1 ' 
ој 
ШиэЖот ВЧ а Ил био ПІЛ “у | 
(8) ев а „ай Р к "(А -Воат 
ё Е Ще 2 А, 
Н! 01 нк ау МИИ РУ, «Г! | т | | ! Ні 
е, » 
Т.: а и авэфци огу + т ИБРЯН5О (5 К.Д Г) 


. Чтобъ опредфлить постоянную С’ въ (2), мы напишемъ "эгу фор-’ 
О такъ: ду: у, 


с (5 Е: ЗЕ мА 
Г \ |} (7 | { } } 2 
__а2? 7 212 е1 9 
е = ё == =С. 
ТЕА т 
е 
—=00 НІ 
Произведя дифференцированіе, получаемъ ; 
оо \\ < гу... 0 е № \ 
1 (|) 
е% е3 а \ 
м 
р] - ий = = С 
= же —х 7 
—оо 
отсюда о | 
І ( | | 
— 24 га | | | 
оо 
ИЛИ ( ‹ 
УТУ Е?! ы { 3 сь \ 
\ 


СО=—4аү а е й. 
} Ў \ 0 
Съ другой стороны, полагая въ (2) 1—0, получаемь 


+оо 0 
| га? Много 
бт Аа - = 0 е" 4х 
| Т А М зрчіедь 


НЬ по теоремі 9784, 


а, х ў? 1. (| а‹ 
| 1 103; 1 Ј 19) ва | | 
е а, : е аё ` я 
ие КЕРО вы А И ) == 4, 
—00о 
слфдовательно, л 
ісо со 
р 2 А 22 
Отй-- 6. е2" Фа а (4 / ее 
0 ‘о 1 Ні 
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ИЛИ ПТР Д І } КІНӘНІ | ТЭН ТхНтооО дя | 
оо 
(7 ) 
(5) С“ 0. са в" ах. \ 
( \ |) с У 9 ) | \ 2 
Изъ (5) и (4) получаемъ 
\ оҳ \ 
| „а п 
(6) Т | {= УЕ — Ех. 
К 2 
0 


9 вт 


4. Переходя къ опредЪленю постоянныхъ тА и В въ формулЪ (3), 


мы представимъ эту, Фориуџу такъ: \ \ 
| \ , бо Ар, \ 
; за 5 ве р аі | 
—22? 8-1 а Сой А ДА ) А 
2 4 1—1 4 
0 \ 
и подетавимъ на м%ето опрелвленнаго интеграла\ въ первой части 
сумму 
1 ( о. ) в 
| о + т и 
гдЪ ; \ м х ні 
(7) 3н = - 4° ВН (фр, 
\ | \ 


тогда произведя п Е РЕГ и сличая коеффиціенты у одина- 

ковыхъ степеней г въ обђихъ частяхъ, находимъ 

0) | ЛЕТИ ИвШУЧеНАОН о | ВВГ ЯЗ 

о [= ау, 
КАШРО? 

{в = — 29р. ? 


СлЪдовательно, подставляя —В на мЪфето В, имБемъ ``} 


АА \ У \ 
С) за? рт У 222 \а | 
е & 2ае (р,+-ро2)е ах, 
(+2) о МБ] айн гоо 2 беин киинин ен е! 
рэ м1] 
ИЛИ $ 
со | \ 
402—2) В 
е х 0 
(9) и 0—24 и 
(2—2) А (ОТ) 
\ 


гу Ие 


-ртәо Бәдр ОЗЕНОЕТРЭЭТИ А Ә(и | КОТОВ, Инә НИВУ ээни атэоП 
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БАБ г СИРТ 


ДЂлая въ обфихъ частяхъ уравненія (9) х=0 и замфчая, что 


со со 


а-а), 8 Вт ТИ 
о е а" а 2 аё \ 
„Пт | т. ми] 5“) = е | ( — >— | 


д алће 


находимъ 


отсюда, полагая х == 1, что не нарушаетъ общности (формулы. и со- 
кращая, 


оо оо 


г. В Р аз м, . р? 
23 4. / е0 4 а Ла АЕС н. 
0 0 9 


0 


< 


Приравниная мнимыя и вещественныя части, получаемъ 


со 


4 а 
ч 2 е“ аі 
Ыб Үт. - | еп? а а 
4 т 57 * е Е 


(10) о А о 
О = е д / ы Бъ 
4 05%" М 0 ы 0 б 


Посл$днее уравненіе получается изъ предшествующаго чрезъ подста- 
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— 9 =. 


новленіе 1—8 ‘на’ м%Ъето 8. Такимъ сай мы вновь’ получили ЗВ 
стную формулу 


Г А г = 


віт а 812153 1 ВОТ! 


$ Х. Преобразованіе функцін 
0 а 
(Ра, 1-Б) аде й. (Г "795 


6) (два 95. .(1—120)° блв МЕР ма 
Частные случаи. Марац А Шоу АТС 
1. Мы предположимъ, что въ выраженіи а 


ТЯ р и . (1-20 


| "= -а, и. ит 1-4 
интегралъ ВЗЯТЬ ПО ав о@фсо или оа'4с0 (См. чер. 1) смотря 
потуно КИ Е тому, * ‘будеть ли постоянная х поло- 
: т жительна ‘или '‘отрицательна: тогда для 
ых | из везхъ: значеній ‘нерем$нной х, за исклю- 
ыы < “____ чешемь значеній, соотв Ътетвующихъ точ- 
| Му ] +Х камъ на линіи оађсо или оа 1с0, функція 
К Е Л будеть конечною й `неразрывною. 
зи к Мы лопустимъ что 2 > 0; второй слу- 
Чер. 1. чай, когда 2 < 0, не о Е НИ- 
чего отличительнаго. 


гд 


Очевидно, что функція 


(4) == (10-3), чел) ад о а ны 
йг В 
9 (е * 


не иметь линіи разрыва; не трудно также доказать, что ни въ одной 

конечной точкђ на координатной плоскости 6 (2) не обращается въ оо. 

ДЪйствительно, если существуетъ такая точка, то она есть начало 

координатъ; ибо для вевхъ другихъ конечныхъ значеній перемнной >, 

какъ функція Ф (х) такъ и ея производная $ (2) получаютъ конечныя 
6 


ММАУ.гСіП.Ого.рі 


кас С 


значенія, Но не трудно убЪдиться, принимая во вниманіе выраженіе 
функцій Ф (2), что 6 (0) не равняется оо; велфдетве этого мы заклю- 
чаемъ, что 6 (2) есть цБлая функція; а такъ какъ, при х == оо, 6 (2) 
обращается въ оо степени равной 2"+2-^ гдф си № означають тоже 
что и въ предыдущихъ $-фахъ, то елд. 0 (2) есть уљлая, раціональ- 
ная функція степени 2--2—/. Для простоты мы будемъ ее изображать 
чрезъ „сл. 


Итакъ, 
2—0 (1—2)1-7.... (1-9 0(х)2е = ‚а (х) 20 (1—2)... Е, 
йс & 
Ф (а)е ,° 
= 0с —һ 
отсюда 


ет Е У (8 аі 
Ф ГОМЕР (—а) (1—0)... (11—20° 


а а 
ВО ГОВ ТА е В.з айг | 
48 (1—2)1... (1-22) а? (1)... (1—22)1—%(2)° 
Въ первой части этой формулы (1) на мЪсто интеграла по сомкнутой 
кривой можно взять опредфленный интеграль съ предфлами 0 и 1, 
1 | 
или 1 и т’ ит. д.; приэтомъ будуть мБняться только коеффищенты 
въ выраженіи функціи бул. 
2. Въ томъ случаБ, когда число В есть цБлое или нуль, на мето 


интеграла по сомкнутой кривой оарсо въ первой части (Т) можно взять 
интегральный вычетъ функціи 


ё. Ф ДО) 
(#—а) в (1—0)... (1—0) 


относительно точки {=0, т. е. на мЪсто первой части (1) можно под- 
ставить 


р оф" золи 
(1) (#0) (1—#)...(1—20)° 


Если 1 есть число цБлое, положительное, то въ формулЪ (1) на мъсто 
первой ея части можно подставить 
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ое. а 


е6 =) | 
Сова 0). 009. 
й т. Д. 
Наконецъ, если и В, и 7 суть числа цфлыя, положительныя, то на 
мЪето первой части (Г) можно подставить 


а 
в’ #96) ї 
<) (#(1—07))...а—29* 
и т. Д. 
Если вс№ числа 8, 1,... =, суть цЪлыя, то на мето первой части 
(Г) мөжно подставить 


Сед т. ое 20°) _ а (1—2)\.... (1—1) 


3. Переходя къ частнымъ случаямъ, мы положимъ $ (2)==1, #=1; 
тогда получимъ 


7 Гес 
А (2—2) #.... (1—10) 


а а 
28... (1—12) 12—8(1—2) 1 1...(1-— же 


ДалЪе, дЪлая поочередно 2=1, 2,... находимъ 


Да 39 та ЕЭ е = ў е = ах 
(+28 дб 2—6 

ў. М т аі аи оноп а йт, 

А тая В (1—2) 28 (1—2), 42-8 (1—2) 1 т’ 

І а [#2 
е ға а №, Геран 4х, 

‚ 9 # (1—0 а? (1—а)ї д-р). 

и т. д. 


Постоянныя А, БВ, (,... можно опредлить точно такимъ же обра- 
зомъ, какъ было показано въ предыдущихъ $-фахъ. 
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ГЛАВА 1, 


ФУНЕЦЕЙ, го ан о 
ПОДОБНЫЯ ФУНКШЯМЪ ЛЕЖАНДРА, 


$ ХІ. Знаменате; ли подходящихъ дробей, полу чаемыхъ отъ 
РИЯ функцій. 


а 10° (1-08 а 
= 


въ непрерывную дробь. 


Н! А. 


1. Въ предыдущей глав са 8. ЖИ (П) выведена была такая 
формула: 


ге 
(1) Гены (1—0 ФВ 0)" ©» (да 


— (1—2)? В а. 
(1 х) (1+2) 0, (2) тат — 1) (14-а) 0, (в О» («)’ 


гдЪ 0; (2) ` ‘означаеть | ‘произвольную цфлую функцію ю-ой степени, 
0+1 есть цфлая функція ((0--1—/)-ой степени, —наименьшій пока- 
затель въ разложеніи функціи 


+1 
| у (1—09 (1-98 0, (0 а 
1—7 


ИТР З | гасно 
по возрастающимъ степенямъ отъ а 


Предположимъ теперь, что функція 0, (2) равняется одному изъ 
знаменателей подходящихъь дробей, получаемыхь отъ разложенія 
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С. 


атэтваоца 
ь 0-7 аа СР. м 
у (а С (1 | а шада Иан 


\ 
Й, 
въ непрерывпую лробь т 


И] { ‚ЭРАНН га Като 

зй раш Бена ан + анпэрдин: р; 

тогда или А> а или л=п к: а „”. первомъ случа функція 

0..1. не можеть быть цфлою, ‘ибо (63 етепёнь равняется и 4-1 — Л, 
елЂд. ТИЭЛрУуКОП 

) (О кею В 

то есть, 


Өту ний а 
Изъ того что. = 1 слфдуеть, что мА неполные саа озь 
мые отъ разложенія функцій тт 1 


ШИНУ ГЛГЯ ГИП І 


ВЪ, ‚непрерывную у б первой став. Даже, ИЗ (в) поду- 
чаемъ 
. + } 


# (1-0 мб: Ф.а (а. М 
=— 

е а еи орий рае е: 4. т | и Г. ЭН 
ана. еу Тагт ети И 


но, съ другой стороны, означая чрезъ Р, (х) и ЕВ, (4), или просто 
чрезъ Р, и Р№,, цфлую и РР. части орана 


Ы овала, ПОЕ АУРУ 
и О А вет: 0 РИН \ ей 
дф ў ? | 
будемъ имфть И НЭЖОћОпКоСП МОНА ниртгЦоантоци от! 
1 мәтин Ми м. 
р. = Ё 0.0 ны 
е 42 2 1) | 1977 
Ее. и к 
в. / Фата 4. 
71 \ Ех 7 
І.\) | 1) { 1) 55 
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Е 


слЪдовательно, 


4х 
9 В, = 0(1—2х)° (1-+-2)® 10) Бананан 
(2) р Л ааа ©, 

2. Основываясь на томъ свойств функціи В,, что она не можетъ 
обращаться въ со иначе, какъ порядка ниже единицы, не трудно до- 
казать, что значеніе 6, (1) не равняется нулю. На самомъ дфлЪ, до- 
пустивъ противное, т. е. что ©,» (1) =0, изъ тожественнаго уравненія 


$ (2) ©, (2) —Р, (1)= В, (1) 
получаемъ 
— Р, (1) = В, (1); 

но формула (2) показьваетъ, что каждый разъ, когда ©, (1)=0, зна- 
ченіе А, (1) = оо, сл%д. и Р, (1) = оо, что очевидно невозможно. 

Такимъ же образомъ доказывается, что ©, (—1) не равняется нулю. 

Такъ какъ функція Л, не обращается въ со ни для одного зна- 
ченія перемфнной х не равнаго ни -|- 1, ни — 1, то уравненіе 


О» (2) = () 


не можеть имЪть кратныхъ корней; ибо тогда, на основаніи фор- 
мулы (9), если а есть кратный корень упомянутаго уравненія, имЪли бы 


В» (а) == со, . 
3. Мы вправ$ предположить, что ни одинъ изъ корней уравненія 
0, (2) = 0 


не лежитъ на лини разрыва функціи В„, ибо направленіе этой лини про- 
извольно. Принимая это во вниманіе, мы заключаемь, что коеффиціентъ 


при въ разложени функцій 


х—а 


1 
(эн а-я 9,2 


по возрастающимъ степенямъ отъ х—а равняется нулю; ибо иначе 
функція А, имЪфла бы линію разрыва, оканчивающуюся въ точк% а, 
что противорфчитъ сдЪланному предположенію. 

Итакъ, мы имЪемъ 


1 
ліі а 0, 
Саун (1а 9, 
(&—а 
ИЛИ 
(= ее а а 
= (1—2) (1а) 9, 
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Ваа т щи 


или еще, полагая 
Г (2) = 


(2—а)? 


ау (т) о? 


Р (а) = 0. 
Съ другой стороны 
ИС. Е И н. 


1@) за 0» (2) 1—52 1-х 


ИЛИ 
Г (2) __ о 9 (2) (2—0) (0) але 8-1, 
Р(х) (1—а) О» (2) 1—2. 1-х 
слЪдовательно, 
гея нана 
Та) = Өе) "та Па 
то есть, 
аў. Бр 
т (а) та 1а 
ИЛИ 


(1 —а?)@ («)—(х—8-4-(2--8--2) а) 9» (@«== 0. 


Это уравнеше показываетъ, что дв цфлыя функціи я-ой степени, 


именно: 
(1—4) ©» (=)—(«—В-Н@е-ЕВ-Р2) 2)0', (2) 
и 0 (2) 


обращаются въ нуль одновременно для ® различныхъ частныхъ зна- 
ченій перемЪнной 2; поэтому 


(1—28) ©’, (2)—(@—В-Н@а-Е 8-2) 2) © (2) = (2), 


гдф `5 есть величина постоянная. Приравнивая коеффищенты при 2" 
въ обЂихъ частяхъ, находимъ 


елд. 
(0 (1—22) 0".(2)—[=—8-(4-8--2)210(2)--(----84-1)0(2)=0. 


Воть дифференціальное уравненіе, которому удовлетворяетъ функ- 
ція ©» (2). 

4. ЦЪлую функцію я-ой степени, удовлетворяющую дифференціаль- 
пому уравненію вида (1), легко выразить помощію 7-ой производной 
отъ функціи вида (1—2) (14-2)°, гдЪ А и р суть нвкоторыя числа, 
зависящія отъ коеффиціентовъ въ данномъ дифференціальномъ урав- 
неніи. 

Әто показалъ Якоби. 


де ПФО 25 


На самомъ дЪлЪ, полагая 
(3) а 10)" (1-28 
находимъ а оа, 


(а) 2), 


отсюда 


еды, 


Дифференцируя, получаемъ '·!. {) (' 


о, ёи ме ан | 
(4) (1—22) - 5-Е [«—В-Н (а —2)2]-- 4- (®- 8) и = 0.. 
4х ах | 
Дифференцируя еще љ разъ Уравненіе (4) и называя 
а е 
Пат" 


получаемъ 


© (1— гё ннеН- 2—2) 


Отсюда, полагая и 


се 


ия, 206 


Ма.) ГЕ, 01 ТЕНЕ 
а=} + п, В = р м, 

О а == нана, 
находимъ 


(0, оо ООН иа 


(7) у 01)" (19-а Ўт аўчы (ач. 


Такъ какв функція 2; опредвляемая по формул (7), есть цЪлал, 
п-ой степени, то всякая цфлая функція, ‘удовлетворяющая дифферен- 
ціальному уравненію вида 


озу Фу ау А, 
таа + (я-а, + 60, 


можеть быть представлена ‘подъ видомъ (7); ибо! предыдущее уравне- 
не, если только оно имфетъ интеграломъ цфлую функцію х-0й сте- 
пени; можеть быть представлено подъ видомъ (6). 
77 Принимая :во вниман!е. (6) и (7). ‘мы заключаемъ, что функція (2, (2), 
пасват уравненю (1), выражается! такъ: 


(П) О, Ө вау Я и а)" (ТУ 2), ” 


гд$ С» означаетъ произвольную постоянную. 


( 
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В 


Легко удостовфриться что, на самомъ дЪлЪ, функція (П) есть зна- 
менатель 2-ой подходящей дроби, получаемой отъ разложенія функціи 


+1 
_ Г а—да+д® а 
ет і—х т 
ЕТ 


въ непрерывную дробь. Стоитъ только въ формулЪ 


ше 101—0 (14-0 9» (0 а. 
$+—х 


внести на мЪсто ©» его выраженіе ‘по формул (П) и интегрировать 
» разъ по частямъ; тогда обнаружится, что В», при = = оо, обра- 
щается въ нуль степени равной 2+"). 


5. Составляя второй интегралъ уравненія (1), означая его чрезъ О» 
и принимая во внимане (2), находимъ 


ь 


(8) О = (1—2) (14-а) В». 
Это извЪстная зависимость между вторымъ интеграломъ уравненія (1) 
и дробною частью преизведеня % ©». 

Изъ (8) слБдуетъ, что функція А, есть интегралъ дифференціаль- 
наго уравненія 


ош) (1—29) 425 


и он) (и--а-- 3) В, = 0, 


которое получается изъ (5) чрезъ подстановку хи на мЪето а и 
8-Н» на мето В. 


ДЪлая въ ола (Ш) „=0, получаемъ уравненіе (4), т. е. 


2) № [а 8568--8— —2) а а В, == 0, 


котораго первымъ интеграломъ есть 
(1—2)* (14-а), 
а вторымъ—принятая нами во вниманіе функція Ф, ибо 


В =? @,— Р, = %. 
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$ ХП. Разложеніе функц и 


ам 
(1—0) (1-98 а 
4 а, К, 


въ непрерывную дробь. 


1. ДЪлая въ формул (П) предыдущаго $-фа 
ыы 
(яви И... (8-9%) 

будемъ имЪть : 

н ИМ (жет) (2-1) аһ 84а 

М. оа ле безан А то; 

и первые два члена въ разложеніи (0, (2) по убывающимъ степенямъ 

перем$нной х будуть 


Ф) а О ат р. 


2 


Зи а- В ^ 
Отсюда легко найти, чему равняется цфлая часть дроби о =» именно: 
Фа 11 севу 
(2) о Тот 


Называя этотъ двучленъ (2) чрезъ 4», будемъ имЪть 


(3) 9» == д» 1 -- К (0—2, 
тдф Л, ееть неизвћетная постоянная, зависящая отъ »,, которую намъ 


остается опредЪлить. Это сдЪфлать легко слфдующимъ Ве, 
Изъ (1) и (3), нолагая для сокращенія 


(«—1 («ЕТ == Ша, 


получаемъ 
У ж иһ у НЕЕ 4"! "1 НИ 
(2851)... (8-8-2) 1" (8-и)... (98-909) 
ыга Г.А "а Ниь—2 


(а8-и— 1)... а-Е 2,9’ 
ИЛИ 
(я--В--2и—1) (а-- 8-2) 
284-0 
(2-84 2—3)... (24-8-- 2») 
(а В и— 1) (а--8--») 


й” и» = Ф а" 12 


4 К 


@-? Ин—2 
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мн ФО еь, 


Подставляя въ обфихъ частяхъ этого равенства х--1 на м%сто х и 
8--1 на мЪето 8, получаемъ 


(и З--2и- 1) (а 8-22) 


! 96 — 
Фин == 7 а с Е са о еса а 4" 1 СТ 


а В-Ни--2 
р, («4-84-29 —1)....(&--84-2п--2) а 
(24-84-01) (&-ЕВ-Еи-2) 


тд Чни/„ означаютъ результаты отъ упомянутой подстановки въ 
выраженіяхъ 4» И К». 


Дифференцируя обЪ части предыдущаго равенства, находимъ 


е Е (44-84-2241) (&- В-Е2и-2) 


а-- 8-2 Кт" 
(«4+8--2%+-1) (а В--2и--2) „_, 
+ тарта веза ин 


р (%1-8--20—1)....(а--8--28--2) у 
"о @+8----1) (аи) ар 


Съ другой стороны, легко үб®диться, что 
ФТ мада = (2—84[2+8--2п--92) ха" 34-92-92) а"! ә. 


Исключая между двумя послЪдними уравненіями ‹(ї"—! и, и означая для 
простоты коеффиціентъ при (" ин» въ полученномъ результатћ чрезъ М, 


получаемъ 
( РИ а-Е 8-Е 2и-1 
п(а--В--”--2) 


мыть ое 
С НЫ 


(и—1) Р-Н) и ид 
п(а+-8--п+-2) — Бл 
КИЕР: „ авиа 2) 
И евр) аә) “о "5 
отсюда, раздЪляя на (24-8--7+1) (а 3 и-3)....(а- 82-2), 
п—1 а"! Кил 
п (:+-84-7--2)...(-4-8--20--2) 
_ и а" ша 
2 648+--1)4--8--9-Р3)...(6--8--20--0) 


ЫС 07 


А Сти тиу утгаа агау Расинг; 


) а’! М1 


ИЛИ 
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РВ. 


или, принимая во вниманіе (1), 


п—1 (аРВ-Еи--2) М _а-ЕВ-Ея _ 
и ара арор) 9" арг 9" 


Сличая это равенство съ (3), получаемъ 


не) 


ө Кн > ааа) 
Съ другой стороны, изъ трехъ выраженій 
(00 = 1, 
га е «806 
етв 
азр 269—0) у (9—8) (9—81) —2 (8-9), 
Ра" арз) (а) 
легко получить 
(5) е («4-1 (8+1) 
а аро) @-+ 8-2) 08) 


ДвЪ формулы (4) и (5) ршаютъ нашу задачу объ опредфленіи /:,; по- 
мощью ихъ находимъ 


У, 2 (4+2) (8-2) (а-ЕВ-Е2) 
: ар) (884-4) (44-84-4) (884-5) 
Ру 3 (1-3) (8-3) («4-8--3) 


 БА5) 6-8-6) (4-8-6) (8-7) 


(0—1) (аи 1) (8--а—1) аи | 
“ен 8) н) (ао) 


Присоединяя къ формул (6) формулу (2), т. е. 


(1) д == т 


РОЛЕН ат ИИ 
(1) Чи 2-Е (а 8-Е2и—2) (а 8-м), 


получаемъ разложеніе функціи Ф въ непрерывную дробь по формул 
+ 


(1—0° (1-98 & _ в, 
1—1 7 4 т а 


—1 


е) 
ас 
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И о 
Постоянная А, опредъляется по формулЪ 


1 
в, = — 24+ / 2 (1—8 а 
И 
ИЛИ 


(Ш) Б, = — 9%8В (а 1, 8-1). 
2. Внося въ извфетную формулу 


+1 
/ (1—0)%(14-08 92, @=(—1)"—1 8, Б... Ља 


—1 


на мЪето /,, Ё,,... ихъ выраженія, по формуламъ (1) и (Ш), поел% 
легкихъ упрощенй получаемъ 


+1 
(У) Гао 2+0 0, а 


—1 


ыы оа-В-2и-- 1 (м--1) 
араан) ВР НИТ. 


$ ХИ. Производящая функцій, подобныхъ функщямъ 
Лежандра. 


1. Не трудно найти производящую функціи 


__ @— 0 (а) а Пен 
в тут я ах" ? 


которая отличается отъ функціи (,(2) ($ ХП, 1) только постояннымъ 
множителемъ. 


На самомъ дфлЪ, изъ (1) получаемъ 


и: — 1 (е1) 6-1) 0—1) 
ОУ Б о рор ет 

или, полагая 
8—1 9 


Ба 


2—2 Ф 
то есть, 
= Ире 
Р Р 1—2 #2 -- Ё, 
пенек. хе йе 
(2—1) (#1 Х, = 6 (2—2) ((")) 4 
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о вы 


Но такъ какъ 


22— 1== > (2—2) 


и елЪд. 
# (2—1) а КС 
то 
(2—1)* (24-1) Х, = О 
или 


(1 У1т—2 + 2) аут) 
"Ут В (РН) 


Отсюда слЪдуетъ, что производящая функши Х„ есть такая: 


1)" (2 1) Х, = б, 


(11—012: +0)? ауте 
(2—1) (хто ее 


Умножая ·числителя и знаменателя предыдущаго выраженія на 

(НИТ 2 + 8) (1 4 ИТ В, 
получаемъ болће простое выражеше производящей функціи, именно: 
дч 01 Ита) ® Ета). 


И 1—22 4-2 
2. Производящая функціи 


() 


С О» 


зависитъ, вообще, отъ множителя (, и, въ частныхъ случаяхт, мо: 
жетъ значительно упроститься отъ приличнаго выбора этого множи- 
теля. 

Возьмемъ для примра функцію 


1 1 
(2) О» 5 іа -- #2) ((#"1)) ; 
производящая которой равняется 
1 = . 
(3) (91 1 8) 
Такъ какъ 
1 1 1 1\ 
С ес +) ((# +") — Ст СЛЕ + г) й ( р" ) 


= 9 ИРТ ИК 
Эш (0) 
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о 6 


то, подставляя 2—1 на м$ето 2, будемь имЪть 


а 1— Же Р ЗА 1—2 оу 
(1—2 #2 -- г) (ет) — т (1—21: 4- Р) (2) 
отсюда 
07—922 0-1 4- 5. = 6—1) ( О, —› 0 0,1), 
ИЛИ 
(4) па рр ь 
т т ле | 


Принимая во вниманіе, что 
а наа 
мы получаемь возможность составлять послфдовательно, при помощи 


уравненя (3), выраженія функцій 0., 0... 0... 
Положимъ теперь 


1.2.3... 5 И 
9% 3 (5 + 1)... (о 4 2—1) 


Ў. = Аһ 0, 
помощію уравненія (4) легко удостовфриться, что 


А 2 б1) б + 29—20). 
Е В 


Ав == 


У, Е: 0, 


приэтомъ 

Ио == 1,.. У, = =. 
Слъдовательно, функція И, есть знаменатель 2-ой подходящей дроби, 
получаемой отъ непрерывной дроби 


гдЂ 
308—1) (0 499—1), . 
409 4 9—1) (8 1 2—9) 


По, полагая въ формулахъ (1) и (П) предыдущаго $-фа 


аа. 


Аы = — 


получаемъ 
_ О 
4 (в- 3—1) в 8—2) 


(п == х, | 3 Е —- 7, 
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ое: В: 22 


Это показываетъ намъ, что функція У, есть знаменателемъ я-ой под- 
ходящей дроби, получаемой отъ непрерывной дроби 
+1 1 


р (1—9) #4 _ в ; 
Пса Ет 9 
ї—1 2 +- е. 


—1 


слЬдовательно ($ ХП, (1)), 


а У РНК 
харо (2с +”) (26-1)... (929 4+ 29—1) д” - 
отсюда 
1 
(5) 0.— 2 (24 1)....(94-љ — 1) (22 — 1)? 7: д" | Е! е" 


—— а = 
1.2.3... (23 4- п) (23 + »- 1)... (28+ 2—1) а” (22 — 1) 
Итакъ, члены ряда 
с Е Л, 


составляютъ рядъ функцій подобныхъ функціямъ Лежандра, которыхъ 
производящая равняется 

(1—9 + #)- ; 
между тЪмъ, полагая въ выраженіи функціи Х» 


а=В=е— 3, 


получаемъ для производящей функціи Х„ выраженіе 


1 
у —6 
2 501—196 4-0) * 
У1—2ы- 2 
которое далеко не такъ простое, какъ производящей функціи О», от- 
личающейся отъ Х, постояннымъ множителемъ. 
3. Полагая 


2 


1—# 
6 ——- Ы—дФЖ—Шщ 
т = 0 (1—21: +?) (2%) 
и принимая во вниманіе очевидное равенство 


го 80 (1—96 +2)... 
(1—9: Р) ((0"1)) — 


находимъ 
Т.—2х Ти + Т2 = 0; 
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„и 6 


отсюда, дЂлая 
так Т, —= В», 


1 
В» Е 2. Ви = В =0, 
приэтомъ 


В, =1, В. = 2. 


СОлЪловательно, функція А есть знаменателемъ п-ой подходящей дроби 
получаемой отъ такой непрерывной дроби: 


Но, съ другой стороны, полагая въ формулахъ (Г) и (1) предыдущаго 


1 
5-фа, а= — 9 получаемъ 
Г 
о = — 5” К = — 4 Оһ = 2, 
такъ что 
+1 | 
и. аё Е" 
е9 В С 1 1 
Е (1 И 1—# 2—9 1 
ие 
Ня 4 ера 


слЪдовательно, функція А, равняется половинЂ знаменателя п-0й под- 
ходящей дроби получаемой отъ разложенія функціи 


+1 
р ИИ: ЗИИРОГИИТЫ 09 
(+) Ут В 22 — 1 


въ непрерывную дробь по предыдущей формулъ. Поэтому им%емъ 


($ ХП, (1)), 


1 
ИЫ "Г, ла» 
а т У 
отсюда 
п—1 Г четат, п 1 
(1) т, ЫЙ ить 


— (н 4 1). (9и 1) 4 
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Итакъ, рядъ 
а ата 


представляетъ рядъ функцій подобныхъ функціямъ Лежандра, кото- 


рыхъ производящая равняется 
1—5 А 
1—21: -- 2 
Не трудно удостовфриться что 


Т, = соѕ паге соѕ 2. 


4. Полагая 
14-і 1 
(8) 5» ие. 1 ев 2х ЕЗ Ё (+) 
находимъ 


5,—922 8м. -- 8-9 == 0, 


8,=1, 8, = 925-1; 
слЪдовательно, дЪлая 
би = 2" 2, 
имЂемъ 
а 22а 20,20, 


55| == 


22=1, Я =5-- 


`Нослфдшя три уравненія показываютъ, что И» есть знаменателемъ , 


п-ой подходящей дроби получаемой отъ непрерывной дроби: 


1 
ТЕЖИ 
о ра 

4 2 —. 


® ‹ 


Но, полагая въ формулахъ (1) и (П) предыдущаго $-фа х = т. В=— 


получаемъ 


это показываетъ намъ, что функція /„ равняется знаменателю я-ой 


подходящей дроби, получаемой отъ разложенія функціи 
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+ 

Я, а= а 1/21 

т 141 #2 1 24-1 

въ непрерывную дробь по предыдущей формулЪ. Поэтому ($ ХПІ, (1)) 


== МОСТАР «ЮГ 2-1 а" ОИЕ, 8 п— 2 
НОВА ь у х—1 дл" ея р но ЕЯ 


отсюда 


әп ре] а" ( К 71. 
(9) ее (ит) (5)... 2и и. ыы ЦР, ыы ху 2 


Итакъ, члены ряда 


Ява 


предетавляютъ рядъ функщи подобныхь функшямъ Лежандра, кото- 
рыхъ производящая равняется 
144 
1—2 Р 
Легко удостовъриться, что 
вір (п-- 5) аге соз 4 


тт 


| 
зіп = аге с0$ 2 


$ ХІҮ. Знаменатели подходящихъ дробей, получаемых отъ 
разложенія функціи 


оо 


[ е“ ў? а 
1—2 
е, 


0 


въ непрерывную дробь. 
1. По формулЪ (1) $ ҮШ им%емъ 


е9 #8 (0) ИЯ ат В Г 7 
Ф ГА ЕА О аа аай 


0 
гдЪ 9 (х) изображаетъ произвольную цфлую функцію и-ой степени, а 
0.11 означаеть цфлую функцію (0--1—/)-ой степени, зависящую 


отъ функщи $ (2). 
Допустимъ теперь, что функція 0 (2) равняется знаменателю @» 
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„Зу 
подходящей дроби, получаемой отъ разложенія функціи 


ВИ. ПОРУ. 
(2) м 7. р: 28+ 


0 


въ непрерывную дробь; тогда будемъ имЪть 


А = п 1 
и елд. 
бт _й == Сопѕё, 


е9 8 9» (9 @ _ а а Д 
(8) 3: Е Е 


0 
Первая часть (3) равняется дробной части произведеня © О», ко- 
торую по обыкновенію изображаютъ чрезъ В». 


На основами формулы (3) легко заключить, что во-первыхъ зна- 
чеше ©, (0) не равняется нулю и, во вторыхъ, уравнене 


©, (х) = 0 
не можетъ имфть кратныхъ корней. 


ДЪйствительно, если бы значеніе О, (0) равнялось нулю, то вторая 
часть равенства (3) обращалась бы въ оо, при 2==0, между тБмъ 
какъ первая часть того же равенства, при 2==0, получаеть конечное 
значеніе. Далфе, если бы үравненіе 


©, (2) = 0 
имфло кратный корень равный, положимъ, числу а, то вторая часть 
равенства (3) обращалась бы въ оо, при х==а, между тфмъ какъ 


первая часть, при томъ же значеніи перемфнной х, сохраняетъ зна- 
ченіе конечное. 


2. Изображая чрезъ Р, числителя подходящей дроби, которой зна- 
менатель равняется ()„, имфемъ 


Ф 9, — Р, = В; 


отсюда, внося на м%ъсто фи В, ихъ выраженія по формуламъ (2) и 
(3), получаемъ 


92 А е ал 90. 9х ейт _ 41 
ге й аһ т Р ә/ 10,00) 


или, раздЪляя об% части на е-* 58 О» (2) и дифференцируя 
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и 


00". ще В е? 
(4) ы д 28 И но, (2 
2 2" ©» (2) 2" ©, (2) 
Означая чрезъ а любой корень уравненія 
О» (2) = 0, 


мы вправ предположить, что этотъ корень не находится на линіи 
разрыва (0, оо) функціи 28; ибо направленіе этой линіи произвольно. 
Принимая это въ соображеніе, и взявъ интегральные вычеты обЪихъ 
частей равенства и относительно точки а, получаемъ 


ае Р, (2) _ е 
С, — = бе. 
И т Е я 0, (2) Ся О, (2)? 
(2а) (аа (2—а) 
Но каждый изъ интегральныхъ вычетовъ въ первой части предыду- 
щаго уравненя равняется нулю, елд. 
ах 
рии 2 
а 0, (2)? 
(аа) 
Такъ какъ уравненіе 


©. (2) = 0 


не имђетъ кратныхъ корней, то предыдущій интегральный вычетъ 
можно написать такъ: 


а е (х—а)? 


(5) аа 0 
Называя 
е (2—а)* 
# (2) 81 0, (= 
получаемъ 
г аа 8 В 9-6) 
Г (4) 2—а 2 б." 9. (2) 
ИЛИ 
Га) о В з 9-69 9.6) 
Гг аа 2 (х—а) Ф, (2) ’ 
отсюда, дЪлая въ обЪихъ частяхъ х=а, 
го _ Ві ©), 
Та) — а 0'„ (а) 
но уравненіе (5) показываетъ, что 
Г’ (а) = 0, 
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елЪд. 


=0 

а Ө. (а) `` 

ИЛИ 
а 0 (а) -- (8 т 1.979 а) О’, (а) = 0. 

Это уравненіе показываетъ, что корни уравненія и-ой степени 

©,» (2) = 0 
удовлетворяютъ уравненію я-ой степени 

2 ©’, (2) + (В 1 — 22) 0 (а) = 0, 

а такъ какъ веБ корни уравненія 

0. (2) = 0 
различны, то, сл$д., иметь мЂъсто такое тожество 

2 ©’, (2) | (3-71 — х2) © (2) = 0, (а), 

гдф А есть число постоянное. Сличая коеффищенты при 2" въ обћихъ 
частяхъ, находимъ 

К = — по; 
ел%д. 
(6) д ©» (2) + (8 4-1 — 42) 9 (2) Е па 0, (2) = 0. 
Итакъ, функція ©, (2) есть интеграломъ линейнаго дифференщальнаго 
уравненія (6); это дастъ намъ возможность найти простое выраженіе 
для функціи ©, (2). 

3. ДЪлая 


им%Ђемъ 
2 4“ 


4 (а2—8) и= 
х а= (072—8) и=0, 


отсюда, дифференцируя обЪ части, 


(т) а ое В) аи о 
Дифференцируя уравненіе (7) » разъ и называя 
асо 
м = Пл" 
находимъ 
„№ “Ит 
(8) а + ба Не + чи, == 0. 


МММ. ГС. ОГО. р! 


ДалЪе, полагая 


и дБлая для сокращенія 


ие 
получаемъ 
Ип == 20, 
Чи» 8, 2 „ г ао 
ах ах " да? 
аёиһ __ М 42 о 4042 , о е 
42? 4х? ' “ах ах ах?" 
: анљ иһ ? 
Внося въ уравненіе (8) на мЪето и», 75° 2 ИХЪ выражешя по тремъ 


предыдущимъ зир получаемъ 


по бан (222 ан В 1) 


гуй?) ао Я 
+ (2 дз бани НН, + @+ Пао) а = 0. 
Но 
29 = = (р— —А 2) СД 
‚ 0 Ў ар 
аа Сту, 
слЪловательно. 


ро = ((= — 20) х Ни В+ 2-1) 


4 1 ((а—) 24-я — 8 4+ н) нао і &п == 0. 


ДЪлая я==)^, 8==0--м, получаемъ, по сокращеніи на р, 
а? 2п 


(9) 


а (8 т м рна = 0; 
приэтомъ 
К 4 а” : 
(10) 2а е" фе де". 


Сличая уравненіе (9) съ (6), находимъ такое выраженіе для функціи 
<» (2), по формулЪ (10): 


а 4" нА 
(0) п — е х0 97 
4» = О, е 210-6 & 
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с ШИ = 


гдЪ С» означаетъ произвольную постоянную. Это выраженіе функци 
(© даетъ возможность непосредственно удостов$риться въ томъ, что 
4» есть знаменателемъ л-ой подходящей дроби, получаемой отъ рзз- 
ложенія функціи Ф въ непрерывную дробь: стоитъ только во второй 


части формулы 
а 8 
РА $ е7 8 о, а 
1—5 


подставить на мЪсто множителя (0, (2) его выраженіе по формул% (11) 
и затЪмъ интегровать ® разъ по частямъ; тогда получимъ выраженіе 
для В», которое покажетъ намъ что, при х = оо, функція В» обра- 
щается въ нуль степени равной 2-"-!. 

4. Изображая чрезъ 17, второй интегралъ уравненія (6) и приги- 
мая во вниманіе формулу (3) 


=== —92 „В А... ЖА 
ТУТА А 29.6 
находимъ 


(11) у О, = е? 20 Де, 


Формула эта показываетъ, что В, удовлетворяеть дифференщальному 
уравненію 


(19) 2% 2 


Еу Т оа В, = 0, 


которое получается изъ (8) чрезъ подстановку 8--» на мБсто В, такъ 
что второй интегралъ уравненія (12) равняется 


а е дв". 
ах 9% 
Такъ какъ 
К, == $, 


то изъ (12) т что функція Ф ед уравненію 
и (аз 8-1) 4 ар 0, 


которому удовлетворяетъ также функція 
е д. 
Примьчаще. Функщи (0„, разематриваемыя въ настоящемъ $-фЪ, 
могутъ быть принятыми за частный случай функцій подобныхъ функ- 
ціямъ Лежандра, которымъ были посвящены предыдущіе $-фы: етоитъ 
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=: Кан 


только для этого, на мЪфето прежнихъ двухъ критическихъ точекъ 
—1 и -- 1, взять дв новыя, именно: 0 и со. 


& ХУ. Разложеніе функщи 


со 


у е- В йі 
1—1 
0 


въ непрерывную дробь. Производящая знаменателей подходящихъ 


дробей. 
1. Д%лая въ формул% (1) предыдущаго $-фа 
с, = (1), 
будемъ имЪть 
а” 
— (рне р С 6-2 28+". 
(1) 0, = (—1)" е? дет" 
но 
20" оа: вн (ррнане-% + 
л, == (—1)" а" я 


етой 


ео) бытом... 
селд. 
(2) ©, (ао) бра + 0 (8) (8-а 1) 29". 


2. Три рядомъ стоящія функціи. 
6», @»-1, и 


связаны уравненіемъ 


9» == 49 Он—1 + К. „>, 


гдЪ 4» есть 2-0е неполное частное, а #»„— постоянный множитель, 
Чтобъ опредфлить 4», мы замътимъ, что 


о к 


дфля О„ на 6,1, находимъ 


дһ = ах — (2% +В — 1). 


МУМУ. гСіп.ога.рі 


Переходя къ опредфленшю /,, мы сдфлаемъь въ обфихь частяхъ ра- 
венства 


©» = [ах — (20 + В — 1)] 0-1, ©, 
х == 0; тогда получимъ, принимая во вниманіе (2), 
(—1)" (8+) (84-0—1)...8==(—1)"(2--8—1) (8--в—1) + и—2)...8 
Е № (—1)" (8--0—9) (8+ »—3)...В, 


или, по сокращении, 


(8-ю) (В--в—1) = (84-—1) (2%--8—1) + №; 


елд. | 
К == — (Ви—1) (и—1). 
Итакъ, 
Ө» = [4:—(2п8—1)] 9,1 — (и—1) (8-1 —1) 0,2, 
ИЛИ 
(3) („41 тт [22:—(2п--8--1)] О» 06 (Вл) Оп. 


На основаніи этого уравненія находимъ слфдующее разложеніе функ- 
щи $ въ непрерывную дробь 


оо 


За 1 | 
и 10, 
Га вЫ) а) 0 | 
ат — РР 
приэтомъ | 
(4) = — Г (8+1). 


Прим%няя къ разложению (1) одну формулу, извЪстную изъ теоріи не- 
прерывныхъ дробей, получаемъ 


со 


Г (04-1) Г(6+8 1) 
2% (б Во 6 
(5) ф е РО» (0)? ағ | аз 
0 
3. Переходя къ опредленію производящей, мы положимъ 
— 5 и. ед а" —ат В» 
(6) 1" ПЕ @һ= ав 0” 
вслБдетвіе этого 
—а2 В+ 
е д8 24 (2 2 : 
ХС) 
Полагая 
о ых | 
2—2 Ё’ 


МАМУ .гСіп.огд.рі 


у — 


получаемъ 
Я № 
й (0—8 
и елд. 
_ ах В к гта. 
= 


отсюда, внося во вторую часть на м%ето = 


2 
Ы 
1 
_ аі 
(7) Е О Т ла 
с (#9) 
Формула эта показывает» , что производящая функцій 
К м: 
равняется А 
а 
е 1 
(1—9 ён. 


Примъчане. Въ формул (Г) предполагается, что В > — 1; ибо 
только при этомъ условіи интегралъ, составляющій первую часть (1) 
получаеть конечныя значенія. Въ томъ случа, когда В < — 1, на 
место. интеграла 


е“ й 
1—2 
0 


слЪдуетъ подставить функцію 


(С ни хб _е ат 
8+1 


которая остается опредфленною при всевозможныхъ значеніяхъ па- 
раметра 8. Но не трудно убЪдиться 
что предыдущая функція тожествен- 
но равняетея интегралу 


65-1096 (оо^аф оо) 
—> со 
е“ В йі 
4—1 
взятому посомкнутой линіи соађссо, 
2). по направленіи стр®лки (чер. 2). 


М^\У.гСіп.огд.рі 


а ФИ = 


Слъдовательно, внося въ (1) на мето первой части предыдущій инге- 
гралъ, получаемъ формулу 
(оо аЬ оо) 
е (й а | 


и ах— (В Е 1) И 22—08 +3) и 2 (8 ® 2) 


ог 5) —.. 


3 
имфющую мъсто при всевозможныхъ значеніяхъ параметра В. Что ка- 
саетея до а, то само собою разумфетея, что мы предполагаемъ = > 0. 

Если В равняется числу цЪлому, отрицательному, положимъ—э, 
тогда первая часть формулы (П) равняется 


—ат 


ег р ё 
211 Су (еў) == —2 0. 


СлЪдовательно, 
дА 1; 
Е 29 рег ИТ. ана А р 2 (0—9) 
ТУУ ал е — 5 ИИ. ао 
ад — 6 | 1 
приэтомъ 


обй а ат 


$ ХҮТ. Знаменатели подходящихъ дробей, получаемыхь отъ 
разложенія функщи 


+оо 
е 
1—1 


въ непрерывную дробь. 
1. По формулЪ (1) $ ІХ им%фемъ 


айо ф +9 аі аз? 0.1 45 
(1) ТЕЕ е Ф(2) зе (а 


— оо 


Такъ какъ $ (х) есть произвольная цфлая функція, то мы можемъ 
предположить, что она равняется знаменателю я-ой подходящей дроби, 
получаемой отъ разложенія функціи 


К 
Ой Ў Й 
(2) = | 2—0 Ое ге ат 
— 00 
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25 Ш 


въ непрерывную дробь. Изображая этотъ знаменатель чрезъ @» и по- 
лагая, на самомъ дЪлЪ, $ (2) = О„, первая часть (1) будетъ, очевидно . 
равняться 
ЕФ @һ = Вы; 
елЪд. 

ћ= 9+ 1; 
поэтому 

- оо 


Ы е9 0) а _ [в е— 9? А 
(3) В, - | і— х С, = О» гаа 


—© 
Это выраженіе функщи А» показываетъ, что уравненіе 
© (2) = 0 
не имЪетъ кратныхъ корней. На самомъ дЪлЪ, если бы число а было 
кратнымъ корнемъ предыдущаго уравненія, то, дћлая въ обфихъ ча- 


стяхъ (3) 2 = 0, вторая часть обратилась бы въ оо, между тъмъ какъ 
первая часть сохраняетъ конечное значеніе. 


2. Называя 
Р. = Еф О» 
имЂемъ 
Ф О» Е: и. == К. 
ИЛИ 
2 ат? а 
[6 О, (2) ва Је 42— Р, (2) ТРА А 
©» (2) 
отеюда 
ат? 
Це" — а Ре" е 26. С, а... 
ах Ф. 0, 
Изображая чрезъ а любой корень уравненія 
9 (2) ег 0, 
изъ предыдущаго равенства получаемъ А 
аз? 
&—- зеи 
2 
9» (а) 


(=а) 


Такъ какъ а есть простой корень, то послъднее уравнене можно на- 


писать такъ: 
йе е (2 
СН Е = у 
0.00) ва) 
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ное т 


Отсюда получаемъ 
| 0'„ (а) — 2аа 0', (а) = 0. 
Слфдовательно, каждый корень функщи 0, (2) обращаетъ въ нуль и 
функцію 

@ „ (2) — 292 9, (2); 
поэтому 
(4) О", (2) — 2ах 0’, (2) + 2ап О, (х) =0. 
Итакъ, знаменатель 7-ой подходящей дроби, получаемой отъ разло- 
женя функціи Ф въ непрерывную дробь, удовлетворяеть дифференці- 
альному уравненію (4), въ которомъ коеффищенть при второй произ- 
водной равняется единиц. 


3. ДЪлая 
| ны рей 2и Ра. ин, 
находимъ 
т = — 47и, 
а?и аи 
р + 2а а. 2% и=0, 
(5) сал + 2% т и еф 9 (0-1-1) и, =0. 


Полагая, дал%е, 
Ип = 021, 
изъ (5) получаемъ 


Нар ие ее НО зна еще и. 


СлЪдовательно, дЪлая 
2 
ЕР“ =4 


и сокращая обЪ части на о, будемъ имфть 


42 т 
(6) азат И 4 ана; 
приэтомъ 
7 т 2 
Т 2. = е вй 
( ) в 


Сличая уравнене (6) съ (4) и принимая во вниманіе (7), находимъ 
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24 0 3% 


147 

(Г) 9, = Сье" го 8-99 
Это выраженіе функцій (0, даетъ возможность непосредственно удо- 
стовфриться, что она есть на самомъ дълЂ знаменателемъ м-0й цодхо- 
дящей дроби, получаемой ‘отъ разложенія функціи (2) въ непрерывную 
дробь. 

4. Составляя второй интегралъ уравненія (4) и изображая его 
чрезъ О», находимъ 


(8) О, = ^^ Дь: 
Формула эта показываетъ, что А, удовлетворяеть дифференціальному 
уравненію 


ФВ» аВ» 
(9) 


д? -- 29 МА 345 + 9 (п 4- 1) В.==0, 


которое совпадаетъ съ (5). 
ДЪлая въ (9) „=0 и замЪчая что 
В т" Ф, 
получаемъ 
Фо 
да? 


+ 2а 2 ® 310. 


Такому уравненію удовлетворяеть принятая нами во вниманіе функ- 
ція Ф. Другой частный интегралъ этого уравненія есть 


2 
а 


5. Дифференціальное уравненіе вида 
а?у 
да? 


ау Е 
+ 2а х 2 26у = 0 


имЂетъ то замЂчательное свойство, что два его частные интегралы, сл%д. 
и общій—суть цфлыя функціи отъ независимой перемфнной 2. ДЪй- 
ствительно, полагая 


о Е а ‹ __ 6$ 2а) (6 + 4а) ња 
О = 1— 15227 +1034 22 Газе н 
2. Ва. а © а) (+ За). ; _ 6-а) (--3а)(ь--5а) 2, „ 
1—2 таз поза 29 1.2.3.4.5.6.7 ха 


легко удостовфриться что во первыхъ, каждая изъ функціи О’, 0, 
есть цБлая и, во вторыхъ, каждая изъ нихъ удовлетворяетъ уравненію 


МИМАМ/.ГСП. ОГО. р! 


Ки МИЯ 


ту ч- 2а 29 эру 0. 


Сл%довательно, общій интегралъ этого уравненія равняется 
0 Ч. + С, 0,, 
и всегда остается цБлою функціею. 


Положивъ 
а= — 9, 0 = ап, 


предыдущее уравненіе совпадаетъ съ (4); слфдовательно, мы получаемъ 
такіе два частные интегралы уравненія (4); 


т) 000—2) (8—4) оо е 


— —— 2 наро 
е ааг 1.2.3.4 Гаа ЕУ т » 
ин т ый ЕТ Е 2345 (292 1234561 20+" 


Отсюда слЪдуетъ что, если »—четное 


К 7 п (п—9) Б 92) (#— 
(П) @.= Е 1:2 5 23 + таза 1.2.3.4 (29); = 1.2.3.4.5.6 


если же „— нечетное 


4) аут" №. у 


п—1 (и— 1) (и— 3) 2.5 
(Ш) 9, = 0 (= ЕТЕУ е зи Дн 
(0—1) (п—3) (п—5) з 7 . 
ота тане: дм ) 


Приводя выраженіе (/„ въ порядокъ по убывающимъ степенямъ буквы г, 
находимъ, въ обоихъ случаяхъ, 


"2 (и — 1) (0—2) (п —3) (22)"—* 
(У) 9. = 6 (6) — ИОВ ни БВ) 
6. Такъ какъ производная 
а®» 1, 
гы 


удовлетворяетъ уравненю 
40'» 
аа? 
которое получается изъ (4) чрезъ подстановку (0—1) на м$ето ә, 
то елд. 


— 24 2 19 + 2а (п—1) 9’, = 0, 


49» __ 
ах _ 69-1, 
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е Зы 


гдъ С означаетъ, какъ всегда, множитель независящій отъ 2. Это, 
впрочемъ, видно изъ формулы (ТУ), при помощи которой, полагая напр. 
(О==а", мы находимъ С = 2р9, такъ что 


(10) и = 210% „1. 


Подобная формула имфетъ м®сто и для функціи В»; это мы увидимъ 
въ слфдующемь $-ф%. 


$ ХҮП. Разложеніе функціи 
+оо 


е і 
;— х 


въ непрерывную дробь. Производящая знаменателей. 


1. Положивъ въ (Г) предыдущаго $-фа С, = (—1)”, будемъ имЪфть 
Бес СЖ ал Ё" в 
или, по (ТГУ) $ ХҮІ, 


(9) 9,-=@ аа)" — а (9—1) о (залу 2 Ш 100—2)(0—3) , 


п—4__ 
1.2 00) 


Изъ (1) получаемъ 


9» = (— 1)" „10 г 2426, 
ад" 
или 
2 4 ү} 1) 2: 4%? _ ах 
9,=(—1)"-! але" Чая е9 (—1)*-12а(и—1) е пря 6 да, 
отсюда } 
(3) (0, меч 2а 2 (0.1 ЕР 24 (и—1) (0-2. 


На основаніи этого уравненія мы получаемъ такое разложеніе функціи 
Ф въ непрерывную дробь: 


9 _аё? Ё 
К уя т г. 2.2 а 
. ы аа — ДЕА 1 За 


а= — ута. 
10 
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ви В 


Изъ уравневя (4) слдуетъ, что ` 


+оо А 
(4) А т" 0, (0) = Т ее / 27 
Изъ выраженія 
+оо 
а? 
ні А 0, (да 
е2 
получаемъ 
а _ гае 0.0) 4, 
4х (2)? 
ИЛИ 
ар, м а 
2: В аё АБК 
= г ОХ 
или, интегрируя по частямъ, 
+оо 
ав, __ | е" (291 6. 0—0» 0) | 
ах _ 1—1 


Принимая во внимане (10) $ ХҮІ, предыдущее уравненіе можно на- 
писать такъ: 
+оо 


а | 6" (2210,0) — Эта (0), 
4х —х 
или, на основаніи (3), 
+оо 
2 
ак, а: е” („+1 (2) аі ў 
(л; : {—1 
то есть, 
аћ, 
те Вл. 
3. Переходя къ опредфленю производящей, МЫ положимъ 
ах? 
а" 2 
Жо тр ағ 
т 1.2.3.....0 1.2.3.....0 дл 
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5 И 


тогда 


—а2? 
е 


Х жа? 64" НЯ ма 
"— бе)’ 
или, полагая 


2=:1 4, 
ле оен 
К ен) > 
или еще 
е2) 
(6) Х‚,= ё ((2"11)) 4 


СлЪдовательно, производящая ряда функцій 


Хо Х,, Х,, Хь... 
равняется 
е (2-4-1). 


Примючане. ЦЪлыя функцій ©», или Х», разсматриваемыя въ этомъ 
&-фЪ, могутъ быть принятыми за частный случай функцій подобныхъ 
функціямъ Лежандра. Стоитъ только для этого предположить, что двъ 
критическія точки, которыя мы въ $ ХІ предполагали равными —1 и 
| 1, удалились до — оо и - о. 

Объ этихъ функціяхъ писали Чебышевъ и Эрмитъ. 


$ ХҮІ. Знаменатели подходящихъ дробей, получаемыхъ 0тт 
разложенія функціи 


а 


аст 
С) ((#%)) 


въ непрерывную дробь. 


1. Принимая во вниманіе интегральный вычетъ 


а а 


еї т х е & 
(1) р. Уатт я Е СРЗ : 
(—2) ((#)) 2 
мы условимся, въ томъ случа, когда 3 не есть числомъ цфлымъ и 
слЪд. интегральный вычетъ (1) теряетъ смыелъ, подъ знакомъ инте- 
гральнаго вычета подразумЪвать интегралъ 


3 
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сне" а аы 


взятый по сомкнутой кривой оађсо (чер. 3). 
Изображая чрезъ (0, (2) знаменателя 7-ой 
степени одной изъ подходящихъ дробей, 
получаемыхъ отъ разложенія функціи © 
въ непрерывную дробь, и означая чрезъ 
№ наименьшій показатель — въ разложе- 


Е 


Чер. 3. ній Кук 
Аа ЕЈ го, (0) 
рву (1—2) ((#)) 
по возрастающимъ степенямъ отъ —, будемъ имфть ^ = и + 1, или 
л> п--1. Но, по формул (1) $ Х, имфемъ 
В И е ее айа айг 
п== п 2 аа 
чан т Т еи М0 0-0) 


гдъ 0:1 изображаетъ цБлую функцію степени 0-1 —7; елд. ^ не 
можетъ быть больше 7-1, и поэтому ^=7-|-1, то есть, 

В, 1-^ = Сор. 
Велфдетвіе этого, получаемъ такое выраженіе функцій В»: 


С ст.0. р _8 е= 21-2 4х 
(2) В; ЕЕ (1—2) (8) т С, а О» (1) е. О, (2) 


Полагая въ этой формул и=0, получаемъ 


ои га Е А 67 
3 = бе ЯхВ ет т? ат. 
г ито ей ГА | 


2. Уравненіе 
О» (2) = 0 
не имфетъ корня равнаго нулю. 

ДЪйствительно, если бы (0), (0) = 0, то вторая часть формулы (2) 
обращалась бы, при 2 = 0, въ оо, между тфмъ какъ первая ея часть 
сохраняетъ, очевидно, конечное значеніе. 

—  Далфе, формула (2) показываетъ, что уравнение 
(2) = 0 
не имЪетъ кратныхъ корней. 

На самомъ дЪлф, если В изображаетъ кратный корень упомянутаго 
уравнешя то, при 2==, вторая часть формулы (2) обращается въ оо, 
между тъмъ какъ первая сохраняетъ конечное значеніе. 
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К, 28 


Наконецъ, формула (2) показываетъ, что если а есть любой корень 
уравненія 


0, (2) =: 0, 
то 
езт = 18 =" У 
Сау 
(2а) 
ИЛИ 
9 байаа) р 
(9 б ВО ару осы 
3. ДЪлая 
к еа 
та 
получаемъ 
а 2,0. 9—9 0-6) 


КО (2—а) ©, (2) 


отсюда, полагая 2==0 и принимая во вниманіе уравненіе (4), 


ИЛИ 
@ 9 „(а)  (&—(3—2) а) ©’, (а) = 0. 


Изъ этого уравненія слћдуетъ, что функція ©, (2) удовлетворяетъ та- 
кому дифференціальному уравненю: 


(5) 2’ @» (#)--(а—(8—2) 2) 0", («)—п (и В-1) ©, (а)=0. 
4. Функція 


үдовлетворяетъ уравненію 
и 
7 та (2 + Вх) и“, 


отсюда получаемъ 


‚ аи 
45° 


— 018—2) 2) ви 


Дифференцируя это уравненіе т разъ и дфлая 


аи 


йл" 


== Ип, 
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находимъ 


(6) 


Положивъ, дал%е, 


Нн = фы, ое ту, 


будемъ им%ть 


„20 2п а 


га + (МР 


отсюда, положивъ 


ә @?2һ 3 А А у. ыы 
(7) р (6100-0 Я —®(и— АНИ = = 0, 
приэтомъ 
а А а" а 
(8) 2. ез д ате * = д2"-А, 


Сличая уравненіе (7) съ (5), получаемъ, по формулЪ (8), елћдуюшее 
выраженіе для О»: 


а" 
(0 Оһ = се а ат т" е а г азт-8 


Это выраженіе функціи (0, даетъ возможность непосредственно убћ- 
диться что, при 2 = оо, функція А, обращается въ нуль степени рав- 
1 \үя--1 
НОЙ (С) ч 
5. Чтобъ получить разложеніе функши ©, по степенямъ перемъи- 
ной х, мы воспользуемея слфдующею общею формулой для и-ой про- 
изводной отъ произведенія 
т" (5) 
2 Рл 


гд% (2) изображаетъ функцію произвольную: 


а" к 1 ‹ , 1 
9 е" ПАЗ === =: ... т 4 В аа 
(9) дт“ Г( -) т(т—1)...(т—п- 1) 2 К) 
п АГА Ў 
[Те е7) 


ан м 0) (3) т). а р ыа (2)... 
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Полагая въ этой формулЪ | 
(2) =”, 


получаемъ 


а а 
ра 


(10) 2 2" р — 906 (т а 1).... (00—21) "пе 99 


ЕЯ ў (т— 1) (т —2)....(т—п--1) ал" в 


2 


ЕТ Е (т —2)...(т—н--1) 2" = +... 


Подставляя въ обђихъ частяхъ этого аы 21—В на мЂето т, 
внося полученное выраженіе для 

д7 5 

дах" ” 
во вторую часть формулы (1) и на мЪсто произвольнаго множителя (О, 
подставляя 


7 
28—81)... 


получаемъ такое выраженіе для @»: 


Е ІА т— Д (к — 1) а? аід 
Ш = ра С оа) 
і: пт—1) (0—2) лан 
1.2.3 (2п—8) (2љ—8—1) (2—8 —9) 
ея 


Жо № 5). 


Приводя выраженіе функціи ©» въ порядокъ по возрастающимъ сте- 
пенямъ буквы =, получаемъ 


(Ш) 9, (= 601 № (о 8-1) + 


О ев) 


И еа ). 


6. Составляя второй интегралъ уравненія (5) и называя его чрезъ 


17, находимъ 
25 28-2 
О, = ©» е. 
т 


Сличая это выраженіе съ (2) получаемъ 


а 
(11) и: 
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е 4 


Формула эта показываетъ, что В» удовлетворяеть дифференціальному 
уравненію 
В 


о 


0) = @— О-о-о, 


которое получается изъ (6) чрезъ подстановку 20—83 на мЪето 8. 


ДЪлая въ (12) и=0, получаемъ уравненіе, которому удовлетворяетъ 
функція В,=®. именно: 


‚ @$ бе 6 
г-н — (2—00) а) 22 Вр = 0. 


Второй интегралъ этого уравненія равняется 


а 


еж д0, 


$ ХІХ, Разложеніе функц 


а 


отте 
(0—2) (2) 
въ непрерывную дробь. Производящая знаменателей. 


1. Полагая въ формул (1) предыдущаго $-фа 


будемъ им%ть 


(1) Ө» = 2" Еру ВЫ 


п (п—1) Я И 
ЕЕ 


12 (ан) 17 (8а), 
Три рядомъ стоящія функціи 


О», О, Әһә 
связаны уравнешемъ 
(2) » = дһ Он 4 Е. (2, 
гдБ АД» есть постоянный множитель, а 4» изображаетъ линейную 
функцію. . 
Принимая во внимане (1), изъ формулы 


„= В т 
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0 Е 225 


получаемъ 
А эВ 
м тт. 5) 
Чтобъ опредфлить К», мы сдЪлаемъ въ обћихъ частяхъ (2) 2==0; тогда 
получимъ 
а" . 
(2п— 8) (2 —8—1)...(ю—8--1) 
ЭЦА САСИН о, + оаа А 
бб) (п —8—9)..(н—3) 1" (20—8—4)...(ю—8—1) 
или, сокращая, 
а? 
(220—8) (2п—8—1)...(20— 8—3) 
ар [о 


оч Точно отели течи — (аа 81), 


отсюда же получаемъ 
(0—1) (и 8—1) 


(4) № — 8503, 

Сл%довательно, 

(5) „== ( мо я а-л 
(2и—В) (2—8 —2) 


м, (0—1) (и—В— 1)? 0 ы 
(2и—В8—1) (2и— 8—2)? (2п—8—3) "7 
На основаніи этой зависимости, мы получаемъ слфдующее разложеніе 
функціи Ф въ непрерывную дробь: 
а 


АИ 
0 С) 09) 


С 


а у ее) 2 (9—9) а? 
А. ДИ с 1 В 
9007. 
6—4) 4, 
гд 
е і 
А ИИ а 
Если 8 есть число дробное и больше единицы, постоянную С можно 
11 
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— В 


выразить слфдующимъ образомъ: 


—98т4 БЕ. 
е —1 Ы. 
о рза, 
0 
то есть, 
—28т74 
—] 
7 С = Г (8—1). 
(0) ет рф) 


Если же допустимъ, что В есть число цЪлое, отрицательное; тогда по 
формулЪ (6), будемъ имЪть 
а 


1.9.8.....—В--1) 


2. Примняя къ разложению (1) одну формулу, извЪстную въ теоріи 
непрерывныхъ дробей, получаемъ 


(8) 0=(—1) = 


с е #6 (6)? 
(0#)) 
1.2.3... 

(2— Я Ри ВОВ) .(2и—В) 
гдЪ О опред$ляетея, вообще, по формул% (6), а въ частныхъ случаяхъ, 
по (7) или (8). 

Если, наприм%ръ, число В больше единицы, то на основании (7) 
будемъ имЪть 


(9) 


= (—1)"%! Са?" 


е т 0, (2)? 
С ((#°)) 
. — 28 
ар (—1)"! а?њ—-8+1 т ЗА: В (04-1) Г (8—29—1) 
2 99 (0—81)... @и 9) 


Если же число В будетъ цфлое и отрицательное, то, на основаніи (8), 


(10) 


= +0, (0 


и (8) 


УАВ а а?п-8-+1 


1 
(в-+-1)...(2п—8--1)х (0—81)... (2—8) ° 


3. Переходя къ опредфленю функціи производящей, мы поло- 
ЖИМЪ 
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‚ (12) Х=—_—_—_—_ 28е= им е = 22". 


тогда будемъ имЪть 


ПСС маъ 
К О ату 
ДЪлая 
А 
2—1 ГА 
ИЛИ 
Е, 
1+0 1 — 2 
получаемъ 
у = (1—1 — 8 іх) 
а туу 1 о (01И 9) 6 
ИЛИ 


а 
10 ени 2801 + уза)? 
((#")) И1—2 ге 
Слдовательно, производящая ряда функцій 
Х,, Х,, Х,.... 
равняется 
аф 


1 е+иї-26(1 -у1-—0 п)? 
28 И1—2 іг 


$ ХХ. Частные случаи. Сходимоеть періодической дроби. 


1. Если В есть число цвлое и больше единицы, тогда разложеніе (Г) 
предыдущаго $-фа не годится, ибо во второй части получаются коеф- 
фиціенты равные оо. 

Пусть жж изображаетъ какое угодно цфлое число, больше единицы, 
и положимъ 8—7; тогда 


а а 


е 2 


ё; 
@ Се =, 


и слфд. первое неполное частное въ разложеніи функціи (1) будетъ 
т-0й степени. 


МУМУ. гСіп.ог9.рі 


МС Р оа 


Ве слћдующія неполныя частныя будутъ первой степени. 

Первое неполное частное будетъ знаменателемъ 7-ой степени, ко-- 
тораго въ предыдущемъ $-фЪ мы изображали чрезъ О». Полагая въ 
(1) предыдущаго $-фа З3=И==и, находимъ 


1 1 
О т ^ ат 4" 
(2) ЕТ а. а", 


изъ той же формулы (1) получаемъ 


т-|-1 т--1 т 1 т т 1 аав 
(3) Фа" а аде УВ ТТБ 1.9...(т--9) 


а, по формул (3) предыдущаго $-фа, имћемъ 
" 2 
(4) Чт = 2— ` то ` 
Полагая, дал%е, а 
(0-1 = 2, 
будемъ имЪть 
От "би Әһ 4 К; 

отсюда, дЪлая х=0 и принимая во вниманіе (2), (3), (4), 

от 


(5) м Пао 


По этой формулЪ вычисляется „1; слЪдующйя же значенія К, +2, 
зу... елФдуетъ вычислять по формул (4) предыдущаго 5-фа. 
На основаніи формулъ (2) и (5) получаемъ слфдующее разложеніе 
функщи (1) въ непрерывную дробь. 
рая 1 
пае 1: — ——————————-———— ат-|-1 "1 


а" Г Р | г Е 
ат-ат тр" 2+ ИЕТ даера Е 1.9. (т--1 „_ а Ктр 


т т4-2 Чт-+2--.. к 


приэтомъ Йэ, Ёт+3,... Ф419, 94-3,... опредфляются по формуламъ (3) 
и (4) предыдущаго $-фа. 

2. Полагая въ формул (1) предыдущаго $-фа а«=2, В=0, полу- 
чаемъ 


Н е о 
8,9,9 
х—1-- 92 92 
А28 
14 32 92 
7.62.5 
т ж-.. 
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а | 


ИЛИ 
2 
1—е = = Я ї 1 
а 1 1 
5.3 1 1 
ат т ач. 
или еще у 
5 2 
(6) 1 —е = = И 
атт Е 1 
у И 


Это разложеніе замфчательно по своей проетотЪ. Оно даетъ возмож- 
ность, при цфлыхъ и положительныхъ значеніяхъ перемЂнной =, с0- 
ставить разложеніе значенія функцій 


2 
5-е =) 


въ правильную непрерывную дробь. 


3. Въ заключеніе настоящей главы мы постараемся доказать, что 
при какомъ угодно значеніи независимой перемЂнной =, вторая часть 
(6) предетавляетъь сходящуюся непрерывную дробь, значеніе которой 
равняется значенію первой части. 

Вопросъ о сходимости получаемыхъ въ настоящей глав періоди- 
ческихъ дробей, который, впрочемъ, не представляетъ особенныхъ за- 
трудненій, не входитъ въ нашу программу. Мы однакожъ рЪшаемея 
помфетить здЪсь доказательство сходимости разложения (6) потому что, 
во первыхъ, это доказательство отличается простотою, а во вторых», 
формула (6) имЪетъ особенную’ практическую важность: она даетъ воз- 
можность легчайшимъ образомъ вычислять значеніе числа е по фор- 
мул 


которою мы обязаны Эйлеру. 


Изображая чрезъ Р, и О, числителя и знаменателя я-ой подходя- 
щей дроби, получаемой отъ разложенія (6), будемъ имЪть 


— № —_ №, 
А ©» ©» 
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ыы 


гд 
9: 
р) № „40 
ЕК ' ёт 
Ф = 1 = е. = с ти А 
(2—0) 
9 
6, 
(7) 9» ЗЫ алх" Ды 2" 
Ю „1 (9—1) 98-8 
(п)... [ам 2 н Е а} 
а" е ЕЁ" 
АР а 
ў; —х 
(#—0) 


Помощью интегрованія по частямъ, выраженіе функціи А» можно 
преобразовать въ слБдующее: 


3 Ч”. 
В» == 1; зоо» ® Сут ду? 
отсюда 


2 
(1+0 [Дт сте" Е стен.) 


ИЛИ 


КЫР. ЧАД е Вее д 
=) г) и) 1 19.2) ту +... 1А 
или еще 


Ое! 1 т-+|-1 1 
(8) т)" (4-1)... ат) а 1099-9) а" 
(и--1) (в--2) 1 
11900912) ов 8) 28 = 


Раздфляя (8) на (7), получаемъ 


( я у На п4-1 


1 (1) (6+2) 
Т 12 бе) ©» т ) 


2 
и 2 +2 х : 
ТА @- [(00--1)...2т]? 12 т в(и—1) ү2 ү? 
1+5 х 7 1.2 90(2т—1) (6) + Рр" 
Изъ этого уравненія, дђлая 0==0оо, получаемъ 
с а ооа) ауен? 
ИМ И ани те 24-1 горб ) е 
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Но 
И о 2 
Шо Г (294-1) і оли" 5 
поэтому 
1 м о 1 а 
ка О» ал Рн, 2-1 $) х 
СлБдовательно, ; 
К, 
Шр = 0, 
О» 
или 
1—е = = і в. 
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ГЛАВА Ш. 
ФУНКЦІЙ, ПОДОБНЫЯ ФУНКШЯМЪ ЛАМӘ, 


$ ХХІ. Опредъленіе функцій подобныхъ функціямъ Ламо. 
Н%которыя ихъ свойства. 


1. ИзвЪетно что, разлагая функцію 


4 


1 д? 


ш а аа СОМЕ, РИ 
(0 —/ (+2) Е (1—8 (1129 њу (#— 2) (1—0) (1—0 


1 
въ непрерывную дробь и предполагая параметры ^ и /°? произволь- 
ными, всЪ неполныя частныя, получаемыя отъ этого разложенія, бу- 
дуть функціями линейными. Если (0, изображаетъ знаменателя 7-ой 
подходящей дроби, слЪд. 7-ой степени, то функція 
В =ЕфО» 
будеть степени — (0--1)-0й. 

При н%которыхъ частныхъ значеніяхъ параметра /, степень эта 
можетъ понизиться. Допустимъ что, на самомъ дълЂъ, параметру /^ мы 
дали такое значеніе, при которомъ функція А, степени ниже чъмъ 
— (04+1)-0й. 

Означая степень функціи В» черезъ —т и принимая во вниманіе 
формулу (1) $ ҮІ, получаемъ 


(2) Е, = а 90) 2 ў еб 2н 2 = 2 

2% (1—2)? (1—12). 7 21-2 (1—2) 1-0 (1—10): 9, (2) 
гдф 0+2» изображаетъ лую функцію (и-|-2—т)-ой степени. Но 
такъ какъ, по сдфланному нами шредположенію, т>и--1, то сл%д. 
т=п-—2; ибо при т>и--2 степень функціи 0„;2_„ была бы отрица- 
тельна. 
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ых. о 


Итакъ, въ разематриваемомъ нами елуча%, 


Ө рә ==. Сопѕё; 
поэтому 


о 210600) [оо о Бн ван 
с И и) Ват ф (2) 


Изъ этой формулы, подобно тому какъ въ предыдущей главЪ для 
функцій Лежандра, непосредетвенно вытекаютъ слЪдетия: 
1) функція О» не обращается во нуль ни при 2=0, ни при 2=1, 


ни при х= Ён 

2) Уравнен’. О» (2)=0 не имљетъ кратныхь корней. 

3) Если а изображаеть любой корень уравненія (Оһ = 0, то 
1 = 


(2а) 


(4) 


Уравнене (4) можетъ быть представлено такъ: 


а (2—а)? 
ти а1—° (1—2) (1—22)!-1 б) 


Отсюда получаемъ слфдующее дифференціальное уравненіе, которому 
удовлетворяетъ функція О»: 


(5) 201—2) (1—1?) 0", 4 [(1—ә) 1—4) (1—2) — (1—8) (1—122) 
— (1—1) 2(1—2)]0+(92--7) @һ==0. 


2—0 


Называя 
1° (8—9—32—ү)==а, 
(6) —0(2—9—7)—(2—9—8)==0, 
1 —9= с, 
предыдущее уравненіе (5) приметъ такой видэъ: 
09) 201—2) (1—10) © „ -- (02° + 0 4 с) 0 „--(02--%) ©,=0 
Въ этомъ уравненіи находятся двЂъ величины намъ неизвћетныя, именно, 
д и т: онъ могутъ быть опредћлены на основан!и того предположенія, 
что функція ©» есть цфлая, 2-0й степени. 
На самомъ длЂ, полагая 
Өһ = Аба В 2 |, 3 


и внося это выраженіе на мето О» въ (1), получаемъ цфлую функцію 
(и--1)-ой степени, которая тожественно равняется нулю. Приравнивая 
нулю коеффиціенты при различныхъ степеняхъ 4, получаемъ (и--2) 
үравненій, которыя представляются подъ общимъ видомъ 
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(7) (8-1) (81-е) ри Е [8 —8) (1-12) - 58 ғ] рь 
1 @—9) (2—8)02—а(1—)--4] рһ-+1==0, 
(3=кп |1, м 9—1,...1, 0). 
Полагая $ =п-{ 1, получаемъ 
п (п—1) к | яа- 9=0, 
отсюда 
(8) а= — п((п—1)° + а), 
или 
0 = — п (п-2—9—8—7) 1. 
Внося въ (7) на мЪето 4 его значеніе по формул% (8), получаемъ 
(8-1) (84-0) рпі Е [8 (0—(8—1) (1-8) +] рә 
— (0—81) (3—2) Ра] рь = 0. 


ДЪлая поочередно == п, и—1.....0, получаемъ (п -- 1) уравненій съ 
п--1 неизвестными. 


п [6—(и—1) а)" — [а @и—2)?] р,=0, 
тие —П-Н(@и—1П6-—@&—2)а-Н))-Е-р—З[а-Ни—з)р.=0, 
(и—1) (в+-с—2) р, 100—2) (0—(0—3) 1-5)" р» 
(П) — 3 (а @и—4) 1°) р, = 0, 
2 (14-0) ри + [2-7] рал —п (а-- (0—1) А) рь = 0, 
срь-1 Риф» = 0. 


Приравнивая опредЪлитель этой системы нулю, получаемъ такое 
уравненіе для опредЂленія неизвъстнаго ғ: 


т [2—(0—1) (1-5#?)]-х, —[а--(90—9)12], ИО 0 
п(п-|-с-®-1), (п 1)[6—(и—2) (1-12) ]-х, —2[а--@и—3)*?]... 
0, (и—1) (п+-с— 9), Е 9 

(Ш) А : Ато ое = 0. 
0 0 Е ЕН 2 


Такъ какъ уравненіе это (0--1)-ой степени, то существуетъ, вообще, 
п--1 функцій Ф, удовлетворяющихъ уравненю (1). 

Каждому корню уравненія (Ш) соотвътствуетъ также одно значеніе 
параметра л, которое можетъ быть вычислено изъ уравненія 
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а т 


1 


би ан о 
/ а (1—2)? (1—82) ди ў а? (1—2) (1—22)ї 0. 


2. Въ частныхъ случаяхъ уравненіе (Ш) можетъ имфть кратные 
корни; но дискриминанъ уравненія (Ш) не обращается тожественно 
въ нуль, ибо всЪ его корни при /==0 очевидно различны. 


Полагая /==1, уравненіе (Г) приметъ такой видъ: 


д (1—2)* 9'%+(0—а) (4:+В) 0 + (02+) 9%=0, 


ГД 
Аа, 
В=1— а, 
а = —п(и—А—1) = — п (п--2—а—8—). 


Внося въ предыдущее уравнене на мъсто @„ произведеніе 


(1—2)" У"), 
получаемъ 
с ) 
(9) 2(1 — ==’. (1—2) [(4 — 2т)2-НВ] —— 
у + [@и—) (т-и—А—1) о П =0. 


Это уравненіе показываетъ намъ что, если т есть число цфлое, не 
превышающее и, для числа ~ можно найти и—т--1 частныхъ значе- 
ній, при которыхъ У.“ будеть цфлою функціей степени и—т; елд. 
между я--1 функціями О находится „и—т--1 такихъ, которыя длятся 
безъ остатка на (1—2)”. Одно изъ этихъ и—т-Е1 значеній для ~ 
легко опред%лить: стоитъ только положить для 7 такое значеніе, при 
которомъ коеффищенть при У,” въ (9) дЪфлился бы безъ остатка 
на 1—х, именно, 


(10) ғ=т В-4-(п—т) (п4-т—А—1). 

Итакъ, полагая въ (Г) для 7 значеніе опредЪляемое уравненіемъ (10) 
и дфлая /==1, одинь интегралъ этого уравненія будеть функціей ц- 
лой 7-ой степени; слЪд. формула (10) даетъ значеніе одного изъ кор- 


ней уравненія (Ш), при /=1. Но число т, входящее во вторую часть 
(10), можеть принимать поочередно 2--1 слћдующихъ значеній: 


ПА К У Б 
слд. корни уравненія (Ш), при #=1, суть слЪдующіе: 


п(п— А — 1), 
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—ы 


КК 7 СМ | 
В + (и—1) (п— 2А), 
2В + (п—9) (0—41), 
а-я 
п В. 


Если а, В и 1 меньше единицы, что и постоянно предполагается, то 
вс$ эти корни различны между собою. 


Ч 1 : 
Прпмњчаніе. Если а = В =1==-5, то цфлыя функціи, удовлетво- 


ряющія уравненію (1) будуть функціями Ламэ. При какихъ угодно 
значеніяхъ параметровъ а, В, 1, цфлыя функціи, удовлетворяющія 
уравненію (1), будемъ называть функціями подобными функціямъ Ламэ 
или, просто, функціями Ламэ. 

Число различныхъ функцій Ламэ 7-ой степени равняется п--1. Мы 
будемъ ихъ обозначать черезъ 


І, І.®),..... Ти. 


$ ХХП. Выводъ нЪкоторыхъ характериетичеекихъ свойствъ 
функцій Ламо. 


ь е 
1. Пусть будуть двф функціи Ламэ Г») и Г), объ я-ой степени, 
изъ которыхъ первая соотвЪтствуетъ корню 7,, другая корню »,. По 
одной м известной изъ теоріи непрерывныхъ дробей, имфемъ 


и. 
712 


Т, Т. дт І І, 4х 
а 0), 
2 ат е т с (1—2) (1—2) 


Еа: 
12 


Та) (2) (1) (2) 
Г, ах -- ћ, Тя ГРА ах р 7 0, 
х Е (1—72)! г 

1 


4? (1—2)8 (1—2)ї 

гд 1, означаеть значеніе параметра 7, соотвфтствующее корню ^;, а 
№ есть значеше того же параметра, соотв тствующее корню 7.. Два 
числа №, и №, не могутъ быть равными между собою, ибо тогда 
функція 


4, 
1 12 


Ф == пд. Ми И т 
Е ‚ 0—2) (1 а " : (2—2) 1 (1—08 (1—07 
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м зы. 


имфла бы два знаменателя подходящихъ дробей, одной и той же сте- 
пени; слЪд. изъ (1) получаемъ 
1 


нд Т.Г, ©) 
= 
27 (1 —4)8 (1—22)! 

0 


() 


к? 
Т. Г, ах я 
2 (1—2)8 1-2 ^^ 
1 


2. Полагая, что #—величина вещественная, на основани формулъ (Г) 
дфлаемъ слфдуюпия заключенія. 

1) Уравненіе (Ш) предыдушияю 5-фа, которому удовлетворяеть т 
не иметь мнимыхь корней. 

На самомъ дЪлЪ, если +; и х, изображаютъ два мнимые, сопря- 
женные корня упомянутаго уравненія, а 1») и Г1„®—имъ еоотвЪт- 
ствующія функцій Ламэ, то произведеніе 


І. 1,©, 
при веевозможныхъ вещественныхъ значеніяхъ для =, постоянно нолу- 
чаетъ положительныя значенія. Съ другой стороны, если /° < 1, про- 
изведеніе 
2 (1—2) (1—2а)ї 
не м$няетъ своего знака въ промежуткЪ отъ 2==0 до 2==1; елфдова- 
тельно, интегралъ 
1 
1,0 Г,„?) 4х 
ай (1—2) а— 
0 
не можетъ равнятьси нулю. Но`это противоръчитъ первой изъ двухъ 
формуль (1); поэтому уравненіе (Ш) предыдущаго $-фа не можетъ 
имфть мнимыхъ корней. Это свойство уравнешя съ неизвЪстной х 


имђетъ мЪето и въ томъ случаЪ, когда Ё’>> 1: стоитъ только тогда 
на место разсматриваемой нами функціи ® принять во вниманіе функцію 


я 1 
е А оа лаа ———, 
с 0—2) (1—0) (1—10) ‚га 0) (1—0) 
в 


2) Уравненіе (Ш) предыдуииио 5-фа не имъеть кратныхь корней. 
ДЪйствительно, допустимъ что, для нћкоторыхъ частныхъ значеній 


мимлм.гсп.ога.р| 


мы Я 2 


№, а, В, 1 равныхъ №, 9%, Во, То упомянутое уравненіе имЂетъ кратный 
корень 7.- Такъ какъ, по доказанному въ предыдущемъ $-фЪ, дискри- 
минанъ этого уравнения обращается въ нуль только для конечнаго 
числа частныхъ значеній модуля й, то елд. величин /, можно дать 
такое безконечно малое приращеніе что, при новомъ значеніи /, всЪ 
корни т будутъ различны и два изъ нихъ будутъ безконечно мало 
разниться 0тъ 7: мы изобразимъ ихъ чрезъ 7.6 и 7,4-ё,. 
Двумъ корнямъ 7,4-2 и 7,4-0, соотвЪтствуютъ двъ функщи: 7.0) и 

Г.„®), коеффиціенты которыхъ разнятся безконечно мало, и 

1 

І. І, 4х 
ай (1—2) (1—1 


Первая часть этого уравненія, измняясь непрерывнымъ образомъ 
вмЪстЪ съ А, будеть равняться нулю и въ предълЂ, когда А =; но 
тогда будемъ имЪть 


(1,0)? ах = 
23 (1—0) (1—2)! 


’ 


что невозможно, если /° < 1, ибо подъинтегральная функція не м%- 
няетъ своего знака между предћлами интеграла. 
Очевидно, что доказанное свойство уравненія съ х имфетъ также 


мЪсто когда /° > 1. 
3) Между п--1 функціямц 
00, Та... Тыт 
ныть линейной зависимости. 


Допустимъ нротивное, т. е. что, при нћкоторыхъ частныхъ значе- 
ніяхъ для 1,, 1,,.... іф, имФетъ мъсто ровенство 


1,, ТА 41,149 4... а +0 = 0. 


Умножая обЪ части на 
1% 


(1—2) (1—0). 
и интегрируя 0тъ 0 до 1, получаемъ, велЪдствіе (1), 
1, == 0. 
Подобнымъ образомъ докажемъ что и 
1, = 1, =....==1,ы == 0. 


4) Всякая цълая функція п-ой степени разлазлается однимь обра- 


МИММИМ/. ГСП. ОГО. | 


Е, 3 
зомь въ ряд» по функціям Г. , и если положимь 
Ѓ(2) = А, І.% + А, І, |....- Ана Г"), 
1 
у Р(х) І. ах 
2° (1—2) (1—12)! 
(9) А = 
у (І„9)? ах 
а (1—2)8 (1—2)! 


0 


то 


$ ХХІП. Новыя формулы и елфдетвія. 


1. Такъ какъ функція Г, есть знаменателемъ подходящей дроби, 
получаемой отъ разложенія функціи 


1 


1 А? 


Р Г) а ит И. й 
" (х) (1—08 (1—0209)17  ‘/ (а) (1—0 (1—20) 


0 1 
въ непрерывную дробь, а степень соотвЪтетвующей функціи 


Р, — Г Ф І. 


равняется 


то, полагая т < м, имЂемъ 


І.„® (2) 1.) (2) 4х | 1, © (2) 0 (2) д2 _ 
(0 у ай (1—2) (1—22)! МЫ «2 2% (1—2) (1—22)! 0, 


1 


х [© (5) І (2) ах | 21.0 (г) 1» (2) 42 _ 
©) у 2" (1—2)8 (1—2) 29 / 2% (1—2) (1—22)! к, 


Исключая изъ этихъ двухъ уравненій параметръ /;, получаемъ 


1 


‚ аа) авг.) 1—2) 1—42) 


< 
1 Е? 


0 и 2 І] (2) 1тъ (а) ах ў І. 9 (2) 0 (2) д2 _ е 
.Ј 2 (1—2) (1—2)! 2° (1—2) (1—22)! 


0 
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ны 


Принимая во вниманіе формулы (1) предыдущаго $-фа, мы заклю- 
чаемъ, что уравненіе (3) имЂетъ мЪето не только при т < л, нои 
при =, лишь бы въ этомъ послфднемъ случаъ & не равнялось /. 
Съ другой стороны, такъ какъ первая часть (3) симметрична относи- 
тельно т и л, то уравнене (3) или, все тоже, уравненіе 


2 1 
(0 (2—2) 1% (2) „0 (2) Ть® (2). (х)ахаг _ 
о (1—2) (1—22) 2 (1—2) (т 
имЂетъ мЪето при већхъ значеніяхъ указателей +, ј, т, и, исключая 
тотъ случай, когда 


==}, т = п. 


2. Въ уравненіяхъ (1) и (2) на мђъсто Г») можно подставить про- 
извольную цфлую функцію 2-ой степени; слфдовательно, рядомъ съ 
уравненіемъ (1) можемъ написать слфдующее: 


12 1 
(п) (2—2) І. (2) І. (2) (2) (а) ахаг А 
27 (1—2) (1—82) 47 (1—2) 1 
1 0 
гд (2) изображаетъ произвольную цфлую функцію степени ниже я. 


3. Формула (П) даетъ возможность доказать, что если /°2 < 1, то 
веЂ корни уравненія 


І„® (2) = 0 
1 
веществнны и содержатся между 0 и т, ДЪйствительно, полагая въ (1) 


т==0, получаемъ 


— 


/ У (2—2) Г. (г) І. (2) ах аг аи. 

и (1—2) (1—2) 2 (1—2) (1—12)! 
отсюда селБдуетъ, что функція Г»„®9 (х) должна обращаться въ нуль 
по крайней м$рЪ одинъ разъ въ промежутк между 0 и а положимъ, 
для д=а, такъ что будемъ имЪть 

Г. (а) І. (2) = (2—а) (2—а) М»® (х) М, (2), 
гдз М, (х) есть цфлая функція (и —1)-ой степени. 
ДЪлая въ формул (П) 
Г(1) = х — а, 


получаемъ 


МАУ .гСіп.ого.рі 


см ФО банк 


(е0) (20) (еа)? М (2—а)? (= —а)? М9 (2) М. (2) а аг _ 
о 28 (1—2) (1—02) я а (108) а (1—0) (1—82). 
Уравненіе это показываетъ, что функція 
М, (2) 


1 Эрач 
въ промежуткЂ 0тъ 0 до 75 обращается въ нуль по крайней мр 


одинъ разъ. Пусть © изображаетъ то число, содержащееся въ упомя- 
нутомъ промежуткЪ, для котораго 
М. (6) = 0; 
тогда 
М9 (2) = (2—0) № (а), 
и елд. 
І. (х) = (2—а) (2—0) №. (а). 
Полагая, далЪе, въ (П) 


Р) = (2—а) (2—6), 


получаемъ 


е) у (2—2) (2—а)? (2—0) (2—а)? (х—5)? №0 (2) ах аг И 
а (1—2) (1—12) 27 (1—2) (1—2)! 


отсюда слдуетъ, что функція №0 (х) обращается въ нуль для нъко- 
тораго значенія 2, содержащагося между 0 и т; и Т. д. 


Продолжая такимъ образомъ разсуждать далће, мы придемъ къ 
тому заключенію, что функція Г, (2) обращается въ нуль для ® раз- 
личныхъ значеній независимой перемфнной 2, содержащихся между 0 
и 62. Если А2 > 1, уравнеше 


Т„® (1) == 0 
будетъ имфть вс и корней также вещественными, и ве они будутъ 
содержаться между 0 и 1. 


4. Если функція съ двумя перемЪннными / (=, у) разлагается въ 
радъ вида 


(2,0) = ХА І. (2) І, (у), 


1, № 


то, на основаніи (1), будемъ имЪть 
13 
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=> 98: 
Е О ВА 
/ /5 у? (1—5) (1—68) 27° (1—2)? ава Е 


9.90) 90) 
7а / у" (1—0)? (1—12)! 2° (1—2) (1122) 42 ау 


(6) М == 


$ ХХІҮ., Разложеніе функціи Г,„(? (х) І. (у) въ рядъ по функ- 
ціямъ подобнымъ функціямъ Лежандра. 


1. Не трудно составить условіе достаточное и необходимое для 
того, чтобы цфлая, раціональная функція / (2, 9) разлагалась въ рядъ 
вида 


(1) Г(х, у) = А, 149 (2) І, (у) + А, 140 (а) І,0 (у) 
+ А» Г,” (2) Г. (у). 
На самомъ дфлЪ, изъ двухъ уравненій 
А008). афа 80590. 
+ (9х +») 1.9 (2) = 0, 
уа) 0—8) 2 40. (ауе уд 
+ м 1 7) Іа (у) = 0, 


чрезъ исключеніе ғ;, получаемъ 


2 (1—2) (1—22) 


а Іі ) (у) 
ау 


4? І (а) І. (у) 
ах? 


4? І. (2) Г, (у) 
ду? 


(2) 2 (1—2) (1—22) 


— (1—0) (1—/у) 


+ (ад? вх 322—010) _ (ау2-4-у--е ) ати) 


+ 9 (=—у) Г. (2) Г. (у) = 0. 
Значекъ $ можеть принимать вс цБлыя значенія отъ 0 до и, а такъ 


какъ предыдущее уравненіе есть линейное, не содержащее посл%дняго 
члена, то ему будетъ удовлетворять всякая цБлая функція вида (1). 
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аз == 


Обратно, цфлая функція (2, у), уленасявраоида уравненію (2), 
разлагается въ рядъ вида (1). 
Действительно, такъ какъ ($ ХХІ (8)) 


4 = — п (п —1) 1 — па, 


то цфлая функція, удовлетворяющая уравненію (2) есть 2-ой степени 
относительно = и м-ой степени относительно у; велБдетвіе этого, 
функцію (2, у) можно представить такъ: 


Ѓ(2, у) я р> Ф: І (2), (2=0, 1,.... п), 


гдЪ Ф: изображаетъ цфлую функцію м-ой степени. Внося въ уравне- 
не (2) на мъсто (2, у) предыдущее выраженіе и приравнивая нулю 
коеффиціентъ при Г„(? (2), получаемъ 


2. ; 
у (1—9) (1—28 -8 в: Ф (ауу) 0 0-а") ф==0; 
поэтому 
9 = А: 09 (у) 
и елфд. 


Га, у) = № 4+ 140 (0) Іл (0). 


Если цЪлая функція / (2, у) не есть симметрическая относительно = 
и 9, то, очевидно, она не можетъ разлагаться въ рядъ вида (1). 

2. Принимая за независимыя перемЪнныя новыя дв величины 2 
и $, связаннныя съ х и у уравненіями 


0-0 = 0—0) (0—0), 


(3) К (1 2)= туу (1—00) (1—80), 
і = [ё ху, 
гд 2 = 1 — 2, будемъ имфть 
Ие ОДЕ = 
д ау а ау? ' 
@ __ 12 (у—1) (1—0) де Раза) 
4х 02 (1-19 ду № (Ру 
Фе _ _ 2 у (0—1) 1—9), 42 _ 24“ (1—0) (1—2). 
да? Е? (1—1 а Е ам 


Помощью этихъ выраженій изъ (2) находимъ слфдующее дифферен- 
ціальное уравненіе съ частными производными, которому будетъ удо- 
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— 100 — 


влетворять всякая цфлая функція вида (1), разематриваемая какъ 
функція 0тъ фи 2: 


гі 


о а еа) 010 —а—(8—а—8—)19 


4-01—8—0—8—0 Ва Фп (0—8) (1—0) 70; 


приэтомъ легко убЪдиться, что функція /(х, у) вида (1) будетъ цБлою 
относительно обфихъ перемфнныхъ # и 2 степени не выше 7-ой отно- 
сительно каждой изъ этихъ перемънныхъ. 

ДБлая въ (4) /= Т» Я» и предполагая, что Т» изображаетъ функ- 
цію отъ одной перемЪнной & а 2„—функцію отъ одной перем нной 2, 
легко удостовЪриться что, если Т» и 4» будутъ ыыы үрав- 
неніямъ 


| ГА 
(5) пар (1—0 а-я 


Бн (0--2—9—8—1) (1—0 (т--1—8—1)] 7 = 0, 


Фо 2” (1—8—0—8—) 0 тины, 


то произведеніе Т, 2„ будетъ частнымъ интеграломъ уравненія (4). 
Съ другой стороны, допустивъ что и есть цфлое положительное 
число, не превышающее я, обоимъ уравненіямъ (5) и (6) будуть удо- 
влетворять цфлыя функщи 2-ой и 2-ой степеней. 
На самомъ дЪлЪ, полагая 
(7) т = (1—0)" О», 
изъ (5) получаемъ 


а? 0, т а ге 


в а= 5 00—80-84-1—8—2т)а] "т" 
+ (пт) (0 њ2—а—8—7) 0, = 0, 


отсюда 


(9) О„ = Е (1—0) – —2т—1-- 8-1 та (1—0)"+"+1- В К 


б "— 
или, выражая (7, помощью гипергеометрическаго ряда, 

О» == Е(т—п, и--т--2— «— 3—1, 1—, 0), 
(10) | О = Е(тр—п, пет 2— “3—1, Эт 2—8—1,1— 8. 
Изъ (6) получаемъ 
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="-В— 2) "0 


0801 дт 
ЯЙт == 2 (1 2) 77. 


1 
тИ и = Е (т, т 1—6, 2), 
Ят == Е(—т, т+-1—8—ү, 1—7, (1—2). 
Давая числу тж поочередно значенія 0, 1, 2,.....0, получаемъ рядъ 
т--1 различныхъ цфлыхъ функцій | 
Я Тона Т2, 

удовлетворяющихъ уравненію (4). 

Съ другой стороны, видъ уравненія (4) показываетъ, что ему удо- 
влетворяетъ также функція 


(19) АЕ ВА ыы 


тлф А, А,,..... А» означають произвольныя постоянныя, и обратно, 
всякая цфлая функція отъ перемънныхъ ѓ и 2, удовлетворяющая урав- 
ненію (4) можетъ быть представлена подъ видомъ (12). 


Изъ всего вышесказаннаго елБдуетъ, что всякая цълая функція 
Г (2, у) вида (1), будучи разсматриваема какъ функція оть і и 2, раз- 
лалаетсь въ рядь вида (12). 


$ ХХУ. Выводъ вепомогательныхъ формулъ. 


1. Помощью уравненій (3) предыдущаго $-фа легко удостовЪриться, 
что 


(1) / Ге- 5] н вз Гах, 


гд / изображаетъ произвольную функцію отъ хи у. 
Далфе, изъ (9) предыдущаго $-фа елфдуеть, что О» (2) есть зна- 
менателемъ (»—)-ой степени подходящей дроби, получаемой отъ раз- 


ложенія функціи 
1 
(1—0)2"11—0-7 @ 
(2—2) # 


въ непрерывную дробь. ВелЪдствые этого, предполагая что коеффи- 
ціентъ у наивысшей степени перемњнной 2 въ выраженіш функии О» 
равняется единиц, будемъ им%ть (См. $ ХП, (ТУ)) 
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= ПОШ — 


1 
Рі (1—0)2"+1-8-7 0„? 4 
ў" 


_ Гот В (п—т—а+1, п-т-2—8—7) 


о т 9—9—8—).....(2п--1—9—8—ү) 


ИЛИ 


1 
1—01--1 7,2 4 
© ў а геа, 
0 


Г (в—т+1) В (к—т—94+1, п-т--2—8—7ү 
(п4-т+-2—а—8— ү)......(2—--1—а— 8—7) 
Такимъ же образомъ изъ уравнения (11) предыдущаго $-фа, предполагая 


что Й» (1) = 1, получаемъ 
1 


(8) р 2,2 д2. 
28 (1—2)ї 
0 
т--1—В—1 Г(ж-- Ви В, 1—7) 


и и. (т—7) 


2. Изображая чрезъ А / рядъ дЪйстый, произведенныхъ надъ про- 
извольною функціею [ отъ А х, по формулъ 


Ч де, 


Ар = (1—2) (1 
будемъ имЪть 


АТ, = 2 (1—2) (1—22 у= (9 а аъ: 4- 822» 


(0) ас Т, (а), 


СТ (2) а 
отсюда, исключая 7. при помощи уравненія (5) предыдущаго $-фа 
и внося на мЪето а, 0, с, 4 ихъ значенія по формуламъ (6) и (8) 


$ ХХІ, находимъ 
(4) А Т, (2) = [т (т--1—8—ү)—ю (п--2—а—8—7)] Т (2) 


Аа те, 


фа) т" ати" 


3. Не трудно удостовћриться въ справедливости слфдующихъ двухъ 
соотношеній между гипергеометрическими рядами 
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(5) Е (а, В, 27, 2) а Е(&—1, 8—1, 2 1-27 2) 
РО РИ раро а) 


а В («—927) (8—27) 
агат аии е 
а Е (а, 


‚21, 2) _ аВ 
р а 97 Р (о, В, 27, 2) 


(60) (0—20) Я 


[920-90 ра, рН, +0) а). 
Изъ *(5) получаемъ непосредственно 


Е(а—1, 8—1, 207—1), 2—!) РА» ЧЕХ "Й й 
к Е (9, В, 27, 2—1) ы 2: Е 


а оО нь пабіла). т. ве) ВН 
н би) (2-27) (2т--27ү--1) 


и РИ 7 
та еа рур) 8 


Разложеніе это только по виду отличается отъ извЪстнаго Гауссова 
разложенія. 
Изъ (6) и (5) получаемъ 


Ё 


и— 22" Ра, 8,21, 2) 
и 261,9) 


ео, а) 


т В (а—21) (8—27) 
а. 2 Е 1,2 1 
ооо) е ЧЕРИ 
гдъ т означаетъ произвольиое число. 

4. Такъ какъ по сдфланному выше предположенію коеффиціентъ 
ири 2"* въ выраженіи функцій 17, (х) равняется единиц, то, на 
основаніи (10) предыдущаго $-фа, имфемъ 

(2т--2—8—7).....(н+-т--1—8—7) 
= Е (т—п, ит — < 3—1, 9т--2—8—, 1—20). 
Полагая въ (5) а==ю—0, 8==п--т--2—а—8—ү, 2ү=9т--2—-8—7, за- 
тБмъ подставляя 1—2 на мето х и принимая во вниманіе преды- 
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= 204 — 


дущее выражене функціи О»„(2), получаемъ 
ЕП О) 
(2т— 8—1) (2т--1—8—ү) т—1 


(@и--2—В—1) @и-- 228—871), :1 
И рено ассан Р | (1—4) О, (2), 


О». (2) я 


(1—9) (и—т—а) ; 
Т ар 8) (н 980) 9" Он 9), 
отсюда, умножая обв части на (1—2)! и принимая во вниманіе (7) 
предыдущаго $-фа, 
Т„(2) _ (п41+и+-1—8—7)0(04т1-1—9—8—7) п. 
(9) ООО Т1 (2) 
(284-2—8—7) (294-2—29—8—ү) ), 1 
+ | 9(9т--9—8—ү) (2т—8—ү) т г Т» (+) 
(и—т) (п —т—а) 
+ би) ва) "== 
5. Полагая въ (7) а=т— п, В=п--т--2—9—8—ү, 21=9т--2—В—т, 
затЪмъ подставляя 1—4 на мето х и принимая во вниманіе (8), полу- 
чаемъ 
„ЧТ @) ___ т (п--т--1—8—7) ат) хой 


(10) КТА (2т— 8—1) (2т--1—8—7) 


п рее (ит--2—и— Вт)  т(2%-+-2— 8—7) и 2—20—8—7) 
2т--2—В—1 2 (2т--2— 8—1) (2т—В—1) 


з | Т (2). 


1—2 еа ад: 


6. Внося въ (4) на мето ихъ значенія по фор- 


муламъ (9) и (10), получаемъ 
(1 1) А Т. = Аһ-1 Т. 1+Аһ Т» + Аһ Г, 


гд 
__ ти В) (п=-т4-1—8—у) (в-т-1—9—8—ү) |, 
е" (2т—8—7) (2т--1—8—7) афи 
14-08 


Аһ = [т (т+4+-1—8—ү)—ю(п+-2—0—8—7] анд 


_8)[ 2-00-87 4. 0009-28 ОО 24—81 
а сава аан Наа а 
1 (пт) (п—т—а) (т4-1—7) (т-4-1—8—) 

А» = (20--1— 8—7) (204-2— 8—7) (1—9). 
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& ХХҮІ. Соотношенія между коеффиціентами въ разложеняхь 
п4-1 функцій 7, Т, #.,... Т, И» по функціямъ `1.® (5) [ж® (0)... 
1. (2) Г, (2). 


1. Полагая 
Т 2. = х а, Г (2) Г. (у). (4—0, 1....П), 
будемъ имЪть 
ТТХ. У а, а, 1,9 (2) Т. (а) Г (у) Гы (у), 
1,7 


гдЪ знакъ суммы во второй части распространяется на значенія 


19. 1... т; ) = 0, 1......П 
Умножая 06% части предыдущаго уравненія на 
1-4 — а-мин 1—1 ху 
Ра 060 пупа а-вуу 


и, зат мъ, интегрируя по формулЪ (1) предыдущаго $-фа, получаемъ 
1 


1 
РЕР Ѓ 2,2,8. 
т 2 (1—2) 
0 0 


ый ооо С т ть) деду 
их 201—2) ( (итал (1—8) 


или, такъ какъ, при ? не равномъ /, 


г 


1 
Р “Т9 (у) 19) ду 7“ (уп) 49 (в) (п) г | 
лотам д? (1—2) (1—12) 


1 1 
/ И а Ы 
й [5 Ж 28 (1—2)ї 


0 


{ 


уна ГА ЩО МООИ 
20482) ==" ау (1—2) (у 1) (1-2) (1—80) 
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Значеніе ме 


ЎР (уе) 9 (0) 1,9 (у) ат ду 

ачу (1) (уу 
которое очевидно не равняется нулю, зависитъ отъ произвольнаго 
постояннаго множителя функціи Г„ (2), на счетъ котораго до сихъ 
поръ мы не дЂлали никакого предположеня. Пользуясь этимъ, мы до- 


пустимъ, что постоянному множителю функии Т„® (х) дано такое зна- 
чеше, при ие 


_ Е (у—2) І (х)? І. (у) будл _ ВО . 
ау (1—а) (у 1)8 (1—18) (1—12) 296 


Ра ыы этого предыдущее уравнене приметъ такой видъ: 


1 1 
УМРЕТ Б 
т, Т, 01—061 й $, 2.280 ую. 
г е г? (1—2) і 
0 0 


Значене первой части этого уравненія равняется нулю, если х не 


равно $, ибо тогда 
1 
2, 2. аг 
т 
2 (1—2)! 
0 


если же 5=7, то ея значеніе, которое для сокращенія будемъ изобра- 
жать чрезъ ^,, вычисляется помощію формуль (2) и (3) предыдущаго 
$-фа, которыя даютъ слъдующее выражене для /,?: 


Он ео о ны | Г(7--1)(п—ғ--1)В("--1—8, 1—1)В(н—7—а--1 п4-"-4-2—8—7) 
Әр р) и) (дн аар) ° 


(0 №= 


СлБдовательно 


№ а,‘ аг® —0, 8: (а) —. 
$ і 


. 4 
Если на мъсто функцій 7,.... Т» возьмемъ функціи 7- То... у. Ти и 
Ч 


ПОЛлОЖИмМЪ 
(П) ое Т, Ше У) а Г. (а) Г. (у), 


то 
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Т7 в = х (2) 
Е 
и елд. 
(ш) Хамам но, Уи, 
і і 
Уравненія эти показываютъ, что числа 
0 
т а, 
ал, ав 


суть коеффишентами линейной ортоюнальой подстановки съ п--1 пе- 
ремњнными. 


2. Переходимъ къ выводу новыхъ соотношеній между коеффищен- 
тами а, ,....: ал). | 


Произведя надъ обфими частями равенства (П) дъйетвіе А (см. 
$ ХХУ) и принимая во внимане уравненіе 


А Г,„%® (2) = ү; Ш, (2), 
получаемъ 


(2) А т, Хе п 19 (8) 1.9 0). 


Отсюда слфдуетъ, что функція А 7, 2, есть цфлая относительно хи 
у и разлагается въ рядъ вида 


АТР, = РТ +.... Ню 76 28. 

Чтобь опредфлить постоянныя }о-....р», мы положимъ въ обћихъ ча- 
1 

стяхъ предыдущаго уравненія у == т; Тогда будемъ имфть ѓ==2, 2=1. 
и такъ какь И, (1) = 1, то предыдущее уравнен’е приметъ слЪдую- 
Пий ВИДЪ: 

А Т, (2) = рь Т, (а) +, Т, (0) +... . рн Т (2). 
Сличая это разложеніе съ (11) предыдущаго $-фа и принимая въ со- 
ображеніе, что цЪлая функція степени не выше 2-0й однимъ только 
образомъ разлагается въ рядъ по функціямъ Т., Т,,.... Т,, находимъ 

== 060.7. Е реа ==регу ЭР 0 . == р, = 0, 

0-1 — Ага. фи —= р. Фи--1 — А1, 

гд А, 4,, А опредЪляются по формуламъ выведеннымъ въ концћ 
предыдущаго $-фа, подставляя въ оныхъ / на мЪето тт. Внося полу- 


ченныя значешя на мето р,,.... 2» въ выражени функцій А 7, 4,, 
получаемь 
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А А Т; 2, == Ара И АТ К + И; Т. Я + А, Т, 2.1; 


велБдетвіе этого уравненіе (2) можетъ быть написано такъ: 
8) а Та а Д А.Т, 2. 1 А Тыа Ве 
= У а ® т Т. (2) І. (у). 
Умножая 06% части (3) на 
А Т, = У а Ти (2) І, (у), 


затЪмъ умножая обЪ части полученнаго произведенія на 


| т 
201—0 20 (1—2) 
72084-0) 1—12у 


= 1200 да у (1—2)8 (у—1)8 а (1-е 


и интегрируя по формулЪ (1) предыдущаго $-фа, находимъ 
1 


. 1 
(4) м А, 1 Т.л Т41—0:--10 1,1 2а 42. 
А, А "а 28 (1—2)ї 
0 


1 


1 — 
Е т. 
А. А, г 28 (1—2) 
0 


0 


1 


1 
ә | -. СТ 
Аы [| Ты 101—010 | 2 2. _ Уа а 
А, ЩЕ вым 
0 0 


Если $ не равняется ни 7—1, ни х, ни 7-1. то первая часть преды-. 
дущаго уравненія равняется нулю и тогда 


У а, а т; = 0. 
ї 


Если же = = ^ — 1, то первая часть (4) равняется 


Р Р р. РОСТ РЧР 
) 2 №21 = — Е елд. 
м" А1 м 
Е (9 09 У 
2 Я: О — ў Ас, 


і Д 


Полагая накопецъ =, первая часть (7) получаеть значеніе рав- 
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ное — 4,, и сл$д. 

У а, а,® 9; == — $. №. 
Внося въ предыдущія уравненія на мЪсто А,_1, А,, №1, №, ихъ зна- 
ченія по формуламъ (1) и (11) $ ХХҮ получаемъ 


ХУ (29) (140) а, + (1—1) е, 


(ТУ) Ха а и = — (1—0) Е, 


1 
У а а = 0, 
а 
гдЂ 


Ы: Е 1 
4, = 9 * (а-я — ЕА (ғ-1—8—7), 


маць Вз | АЕРЫ > (8-1) (20--2—8—7) (290-2—29—8—ү) | 


8 (27—8—7) (274-2——8—7) 
1 1 
Г: = 9"—8—1 Хх 


ГА "("— 8) (пу) ("—8—1)(и—-Е1) (п—7-4-1—а) (п---1—8—7ү) (п4-7-4-1—9—8—7), 
(274-1—8—):(27—1—6—7) 


$ ХХУП. Разложеніе функцій 7,, 7, 4,,... Т.Я» въ ряды по 

функціямъ (9) (а) 9) (у),.... Г.) (2) І." (у) приводитея къ при- 

веденію квадратичной формы съ 2--1 перемБиными, помощью орто- 
гональной подстановки къ сумм љ--1 полныхъ квадратовъ. 


1. Квадратичная форма съ »--1 перемЪнными | 


(1) у о ой Е 9, 9: + .... Ту 
чрезъ подстановку 
(2) У: — а 2 + а. х... а 2, 


(ЕО, 


переходить въ форму 
Х = У Руз х. №, 
7,8 


гд 


— е Р 
| —- Уа а; аз“ ) ғ 
ќ 


елЪдовательно. на основаши формулы (ТУ) предыдущаго $-фа, 
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р 


Ар == «1, (1-2) -- ег (1—2), 
1, ТРЕ |. (1—#°), 
АМ а 0, 


и, велЪдетве этого, 


3) х= Ў [4: (1-08) + е (1—8) 2—9 (1—09) У уау 125, 
$ ] 


((==0, 1, .... @), 
И)" 


Съ другой стороны, подстановка (2), по доказанному въ предыдущемъ 
$-фЪ, есть ортогональная. поэтому форма (3) чрезъ обратную подета- 
новку 
24 == 0% уа у, --.... + а а. . 
КЕ О. 0, г), 


перейдетъ въ форму (1). 

Итакъ, искомые каеффиціенты а%.... а, суть коеффишентами 
линейной ортоюнальной подстановки, приводящей формулу (3) въ ка- 
ноническому виду, а коеффиціентами при различныхь членахь привс- 
денной формы суть корни То, т;,. ... т. 

Это свойство коеффиціентовъ а,®,.... а»” приводить вонросъ 
о разложеніи функціи Г. (х) 1. (у) въ рядъ по функціямъ Ту, 
Т, #.,.... Т. Гь къ весьма известному алгебрическому вопросу. 

2. Приравнивая нулю опредЪлитель квадратичной форму 


Х— г (6,2 4-2,3 |... | =), 
получаемъ "уравненіе (п--1)-ой степени относительно 7 
(1-Х) а, о 7 ү, (1—0) 0 0 | 
р (1-2) а,45(1— 83) е.—г — 71—62)... 
АЕ = Ем) 
() | Еа 
| 0 . я тн (0—69)! 
| о | (1-09) (1-е 


корни котораго равняются »,, 7,.... ғ, такъ что уравненіе это только 
по виду отличается отъ (Ш) $ ХХІ. 

Изображая чрезъ Ф, (ғ), Ф, (5), ... 3» (7) коеффищенты опред$ли- 
теля (1), соотвътетвующія элементамъ какой угодно строки или столбца, 
будемъ имЪть 
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(П) АЯ: ЧУДО 

= Фо (0 Ф, (00) :... иду зе -..... 4 Фп (т)? 
Ограничиваясь частнымъ случаемъ, когда /? < 1, что, впрочемъ, со- 
вершенно достаточное, мы покажемъ, какъ опредъляется знакъ квад- 
ратнаго корня во второй части (П). Для этого, въ разложеніи 


Г„® (х) Ти (у) = 27 


а,® 


Ты, 9 


мы положимъ {=2==0; тогда будемъ имЪть г= 2. (у—1); елд. сли- 


чая коеффиціенты у у" въ обЪфихъ частяхъ и изображая чрезъ С»®и Р, 
коеффиціенты у наивысшихъ степеней перем$нной въ выраженіяхъ функ- 
цій Г.Э и Х,, находимъ 


Г. (0) (С = 


а такъ какъ 
(—1)" Г. (0) С„® > 0, Ан = 0, Г, > 0 
то 
(—1)" а„® > 0. 
Отсюда сл$дуетъ, что зиакь квадратналю корня во второй части (П) 
одинаковъ со знакомъ (—1)" ©, (ғ). 

3. Называя опредфлитель, составляющій первую часть (1) чрезъ 
Г, ұл, а чрезъ О», Р,-1,.... О., Р, изображая опредфлители, полу- 
чаемые изъ Р: чрезъ сокращеніе послфдняго столбца и послъдней 
строки, двухъ послфднихъ столбцовъ и двухъ послЪднихъ строкъ, 
и т. д., такъ что 


Р, = (1+9) 4 (1—0) е — ғ, 
_ (1-52) а, + (1—1) е — ~ — № (1—0) 
ыы —а—ю (01409), 0—8) е 
и т. д.. имћемъ рядъ функцій 
ка. В. В Ве =, 


обладающихъ свойствами функцій Штурма, и елъд. дающихъ средство 
отдБлять корни уравненія (1). 
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$ ХХУШ. 0 новой групи функцій, подобныхъ функціямъ Лам. 
ОпредЂленіе и основныя свойства. 


1. Изображая чрезъ О» знаменатель 7-ой степени подходяцей 
дроби, получаемой отъ разложенія функціи 
1 


КА е Е аы. А е“ аі 
(1) РСР (2) ё (1— 2 (1—01. ЕДА Г (1--х) в (1—6 


въ непрерывную дробь, и принимая во вниманіе формулу (1), $ ҮШ, 
будемъ имЪть 


род МАЮ г” (А-- Ва) дз 
ПД. =Е Ф (0 дб (1—2)ї 2 (1—2)1-ї О, (х)? 


Допустимъ теперь, что параметру / дано такое значеніе, при которемъ 
степень функціи Л, понижается еще на единицу; тогда В=0 и елбд. 


и? Оа е ах 


(8) о аы аб (1—2)! ал (1—2) О, (2)? | 


Изъ формулы этой вытекаютъ непосредственно слфдуюция слЪдетви. 
1) Функція О» (х) не обращается въ нуль ни при х=0, ни при х=1. 
2) Функція О» (2) не имъеть кратныхь множителей. 
3) Если а изображаетъ любой корень уравнешя О» (х)==0, то 


ез? РЕВ 
(8) ЕЕ 


(2=а) 


Изъ уравненія (3) находимъ слфдующее дифференціальное уравнеліе, 
которому удовлетворяетъ функція О»: 


у-ва) 21 


2 О» ==0, 


гдЪ ~” означаетъ неизвъетную постоянную. 
2. Переходя къ опредЂленію неизвЪстной 7, мы положимъ 


Ө = 2" р, 2"... . + рн 
и приравнимъ нулю коеффиціенты при различныхъ степеняхъ пере- 


мнной 2 въ первой части (1); велфдетвіе этого получаемъ рядъ (п--1) 
уравненій съ и—-1 неизвфетными 
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и Ор 


п (п--14-2—8—7) —7+-4р, = 0, 
п (8—н) +4 100—1) (0--2—0—7) —ип|р-Е 2% р, = 0, 
(ш) (ю—1) (8—21) р, + [0—9) (на —2—ү—1)—]р,1-3% р.==0, 


5 


(8—1) ръ-1 в 0. 


Отеюда, чрезь исключеніе, получаемь уравнеше съ одной неизвфетной 
г, (п-—1)-ой степени 


т (п я — я 0 РМ 0 
у Вар), ОО И аи 
| 0 (1—1) (8—01) ее 1 | 
(Ш) | У И а 
7% 
| 0 0 2. 8—1 —ғ 


Каждому корню этого уравненія соотвЪтствуютъ значенія коеффищев- 
товъ рі, р»... которыя вычисляются при помощи уравнений (П). Двум" 
различнымъ значеніямъ ғ” соотвътствуютъ два различныя значенія коеф- 
фищента р, и елд. двЪ различныя функціи О». 

3. Дискриминанъ уравненія (Ш) не обращается тожественно въ 
нуль, ибо корни этого уравненія, при 2==0, суть слЪдующіе: 


п (п--1—8—7), (0—1) (0—8—7), (0—9) (и—3—1—1)...... 0, 


а такъ какъ, по предположенію, 8<1ит<1, то ве$ они различны. 
Цфлыя функціи ©», соотв®тствующія различнымъ корнямъ 7%, 7; 
’,..... та үравненіл (Ш) будемъ изображать чрезъ №, , М»... М, (ж), 
4. Подобно тому какъ показано было $ ХХП, легко удостовриться, 
что 


1 оо 
ә С] 
} (9 (2) 2799 М„® М) О зеб 
(ТҮ) М, Б. Г2 ь йл са, - е , ах МЕ 0, (5). 
а (1—2)! 2 (1—2)! 
0 1 


Отсюда же непосредственно выводимъ: 

1) Уравненіе (ПТ) съ неизвъстной ғ не имњеть мнимыхь корней. 

2) То же уравнеше (Ш) не пмљетъ кратныл» корней. 

3) Между п--1 функціями М,®, Мьо,.... М", ныть линейной 
зависимости. 

4) Всякая ињлая функція Г (х) степени не выше п-ой можеть быть 
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В 


представлена подь видом» 


Р(х) = 4, М, + А, ЈИ,0 +- .... А, М, 


д 
1 9 


| 7 М,® е%* Р(х) ах 
18 (1—2)! 
0. 
сои о Нео 


Е (М, )2 е 4х 
аб (1—2)! 
0 


4. Кром (ТУ) мы имфемъ еще слЪдующую формулу 


оо А, 
(и) И" у (из) м.9 (9) 49 (0) М.9 (9 МЫ доле аеау _ 
а у? (1—2) (у—1) 


которая имЂетъ мЪето при всевозможныхъ значеніяхъ значковъ 21, т, 
1, Ј, за исключеніемъ того случая, когда т==и и і=ј. Если / (х) есть 
цфлая функція степени ниже 2-0й, то 


(кд у. реток ЕАО ООО ес аву 
д? у (1—2)! (у—1)ї 


Основываясь на этой формулЪ, легко показать, что већ корни уравне- 
нія 31,9 (2)=0 вещественны, положительны и неравны. Если функція 
съ двумя перемънными / (2, у) разлагается въ рядъ вида 
Ї (2,0) = У А49 М,0 (2) М» © (у), 
І, п 


то 


Маса у—2) М. (2) М. (у) (2, у)е + ах ау 
о (а 
(ҰШ) 24% = ——-. 


са М,9 (0) Мо (уз е9 ах ду 
28 у (1—2)! (уф 
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— $: — 


$ ХХІХ. Разложеніе функщи М, (2) 21, (у) въ рядъ но функ- 
ціямъ подобнымъ функціямъ Лежандра. 


Помощію уравненія (1) предыдущаго $-фа легко удостовъриться, 
что цфлая, раціональная функція вида 
(1) Р(2, 0)=А, М. (2) М, ()° +... . А» М, (2) М0 (у) 


удовлетворяетъ такому Я съ частными производными: 


Наг ү—а—2) 24 1-1-4 


—у0—0) 9 
(2) 

— [9у%-0--т—2—2) у + 1— 1-2 —па (2—0) 0, 
и обратно. 


Принимая теперь за независимыя перемЪнныя новыя двф вели- 
чины ё и г, связанныя съ = и у үравненіями 


{2 = ту, 

(3) #(1—2) = (1—2) (у—1), 
= 2 у—1, 

изъ (2) получаемъ уравненіе 


в ФР 


(4) А т 2—2) = г — [в 1—2] Си 


4-((8--7—2) 2+-1— 8-47 а = 0, 


которому будетъ удовлетворять функція вида (1), разематриваемая 
какъ зависящая 0тъ ѓи 2. 

Съ другой стороны, не трудно удостовћриться, что цЂлая, раціо- 
нальная функція отъ перемнныхъ # и 2, удовлетворяющая уравне- 
нію (4) можетъ быть представлена подъ видомъ 


(5) Вь То 2, + В, Т, 2, ..... + В, 1, Аһ, 


гд В, В,,.... В» суть величины постоянныя; функція 7 есть цф- 
лая, п-ой степени, зависить отъ одной перомфнной # и опред$ляется 
үравненіемъ 


а? Я 
аР 
наконецъ, функція Й» есть Ц т-ой степени, зависитъ отъ одной 

перемфнной 2 и удовлетворяетъ уравненю 


(6) в 5)“ т 


— (2? -4-3--ү — + [022—т(т-1—2—) Т = 0; 
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т ВЕ 


% [2 ЯН | г ` Т! ГРА и] 
(7) 2(1—‘ 128 168—9) 241—8] ото --т(т--1—8— ү) 2, =0. 
Изъ үравненія (6) находимъ 
(8) Т ее (о7)" РЧ , 
гд 


[7, ра 1—21 А е9 р1т4-1—8—7 
еи ат" } 


р о 21 
От == 1 1 2т4+-9— 8—7 
(9) | М 
1 0—т) (и—т—1) (91)? Кау 
1.2 (2т--9—2—7) (2п--3—8—ү) 
Еи (10 " | (20) шй 


(2т--2—8—1).. (п-т 1—8) 
а изъ уравненія (7) получаемъ (см. $ ХХТУ, (6) и (7)) 


| ры Е 28 (1—2)!; 


Ф" 3 Е" 
(10) И 


Ят == Е(—т, т+-1—8—ү, 1—1, 1—2). 


Принимая во вниманіе, что функція (1) есть цфлая относительно пе- 
ремфнныхъ # и 2, изъ вышесказаннаго вытекаетъ, что функція М, (а) 
М, (у) разлалается въ рядъ вида (5), дљ Ты и Ин опредљляются то 
формуламь (8), (9) и (10). 

Въ слЪдующихъ $-фахъ мы покажемъ, какъ опредъляютея коеффи- 
ціенты при различныхъ членахъ въ этомъ разложеніи. 


$ ХХХ. Веномогательныя формулы. 


1. Изъ уравненій (3) предыдущаго $-фа получаемъ 


ах (у—2)Гах 
(1) я і т -/ ау О та 
0 0 0 0 


гд / изображаетъ произвольную функцію. ДалЪе, изъ (8) и (9) пре- 
дыдущаго $-фа, принимая во вниманіе формулу (5) $ ХҮ, находимъ 


со 


а М 
И Я аа = а 1-2 Г (ит Г (4-т- 2—87); 
ИА 
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й 1 А а 


приэтомъ мы предполагаемъ, что коеффиціентъ у ѓ" въ выраженіи функ- 
ши ХТ» равняется а", такъ что 


(3) Ты == (о#)" Ка" ЕЕ. УЕ (м--т+-1—8—7) | ам 
А. и 1) (ат) Ни) ад" —.... 
* 


Относительно Я» мы сдЪфлаемъ предположеніе, что Й» (1)=1; тогда 
(см. $ ХХУ (3)). 


1 


С 
2т 42 
ө у 28 (1—2). 
0 


_ тат ГонР1)В (т--1—В, 1—7). 
9т4-1—8—7ү (1—7) (2—7). ... (ю—7) 


2. Положивъ 


6 Ала (1а) Ив реет — пар, 


изъ (6) предыдущаго $-фа получаемъ 


21. 


А Т„ (2) = (0—1) ————— (2) Б (т+-1—8—7) а 


— [92 оа —1)] Т. 


Но при помощи формулъ (5) и (6) $ ХХУ не трудно удостовфриться, 
что 


1 пет-1—В—1 
вх би От В) 1". 
9%+-9—8—ў 
+ би ба) 7" 
49А 79—20 т 
(От 138—1) От 2—8—т) "т" 
Ўв а а РТ т, (тит 8—7) т 
а л (2т—8—) (2 --1—8—7ү) 


2т (т+-1)—(8--7) (Отт) т 
(2т—8—7) (2т--2—В—1) 


(п—т) (т--1—8—7 З 
Г (0т4-1—8—) (т 2—8—) Т, 


слЪдовательно 
(6) А Т» (х)=А„ —1 Ти + А» Т» + Ат {1 Т +1, 
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м В 


дъ 
„тень, 
т бт т" 
Ат = —| т (т--1—8—1) -- (2п--8—7) 2 
(7) 


+ ОБН =], 
От— 8—0) би) 4 


Ежи. Хи ии вии, Полей ны 
м (2т--1—8—1) @т-+2—8—7 


$ ХХХІ. Соотношенія между коеффиціентами въ разложе- 
ніяхъ 2--1 функцій Т., Т, /,,.... 7, И» въ ряды по функціямъ 
М.о (х) М, (у), .... М, (2) М," (у). СлБдетвія. 


1. Положимъ 
0) 17,2, = Уа: 9М;9(а) М,9(), (0,1...) 


гдЂ 

А — Гер) ие реет еч) Тунт) Верин Вт). 
а—В-1 2г--1—8—1 (1—1) (2—ү)..... (тү) Го) 

Поступая съ уравненіемъ (Г) совершенно такимъ же образомъ какъ 

показано было въ $ ХХҮІ, принимая во вниманіе формулы (1), (2), 

(4) предыдущаго $-фа и, кром% того, полагая, что произвольный коеф- 

фиціентъ въ выраженіи функцій М, (х) взятъ такъ, что 


Г: Ы А (у—а) е9 М, (2) М9 (у), 
у И ————-) е А 
а? у? (1—2)! (у—1) 


находимъ 


ш) Уо, 00, Ут 
ї 
Отсюда видно, что числа 
0 1 
аи, а” 
Вто АН алі 


суть коеффиціентами линейной, ортогональной подстановки. 
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Е НААДНА СРЦА 


= 


2. Произведя надъ обћими частями равенства (1) рядъ дЪйствій, 
изображаемый нами чрезъ А (см. (5), предыдущий $) и принимая во 
вниманіе дифференціальное уравненіе, которому удовлетворяетъ функ- 
ція М, (2), получаемъ 


(1) 2. АТ, 2,= —– У а® т: М, (х) М, (у). 
Отеюда слфдуетъ, что 
1 г. 
Те Т, 2; = р, Тр, ы 2, +. . . + рһ Та 2, 


гдБ ро, р... . суть постоянные коеффиціенты, Длая въ обћихъ 
частяхъ у=1, и сл$д. ѓі==2, 2==1, получаемъ 


А Т. (2) = ро Т,(а)-+р, Т, (2) +.... Е 1» Т» (2). 
Сличая это равенство съ формулою (6) предыдущаго $-фа, находимъ 
Ро = р, =.... = рк == рро =.... рь = 0, 
У дое ов 5. А-1, рь ка А», р = ка А+; 


ибо всякая цфлая, раціональная функція однимъ только образомъ раз- 
лагвется въ рядъ по функціямъ Т, Т., Т,,.... Итакъ, елд. 


А А-н 


(2) == Т, Ир 4. 2% = Т, 2.+ Т.п 2-1. 
Изъ (1) и (2) получаемъ 
(3) ЕЕ Т.1251 + = 1 Я, = Т.п бел 


— — МУ а, т; М. (2) М. (у). 


Изъ равенства этого, прибъгая къ известному пріему (см. $ ХХІ), 
получаемъ 


2). (29)? р = — А, = р, 


1 : у 8 
Ў) 3, —1 
Е ал10 а, ү = — У. МЕ ч = 207, 
$ А ) 


`ӢУ) \ 
| У.а а ғ == 0, 
\ 


гдЪ (ем. (7) пред. $ и (1)) 
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== $40’ == 


не] 


(У) ЗИ ыо на 
ар ке, (80) 87) | 


3. Уравнен1я (ТУ) и (У) показываютъ, что квадратичная форма 


Же Му: и. (О нь 
да 4 2а 09) 275 а зи. 


помощью ортогональной подстановки 
2; = р ай) СТА (7=0, 1,.... ж), 
переходитъ въ форму 


Ү=ғ, Чо”, и! °-- Эс Тв Ч”. 
Слфдовательно, величины ғ, 7,,....7» суть корни уравненія 


їе? 20, Е Р ь 0 | 
293 Пее: О 0 0 
0 29, Г" 99: . 
О А Зо [вк 29 
0 0 А . А . . . . . Чт [№и— 
которое поэтому должно совпадать съ уравненіемъ (Ш) $ ХХҮШ. 
Называя чрезъ $. 2,,.... Ф коеффиціенты, соотвЪтетвуюние эле- 


ментамъ какой угодно строки или столбца опредЪлителя (УТ), будемъ 
имЪть 


(ҮП) а®:а0:....: 1559 (2): Ф, ():..: Ф (н): у Фо (н)... 4 зһ (н), 
(#=0.`1,.:..м). 


Чтобъ опредЪлить знакъ квадратнаго корня во второй части (УП) 
мы примемъ во вниманіе равенство 
а, 1) 


( 
М,® (2) Мә (у) = Е, арх бу Т (К=0, 1; . л) 
08 


и. раздБливъ 06% части на у”, положимъ затЪмъ у == оо; тогда полу- 
ЧИМЪ 
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| 
| 


(2) 
(ҮІ) С,® М, (2) =" У 2 Я, (2), (0=0,1,... п), 
К 


|. 
гдь С, изображаетъ коеффиціентъ у 2" въ выраженіи функціи М, (2). 
Формула (ҮШ) даетъ разложеніе функцій М, (х) въ рядъ по функ- 
ціямъ И» Йь.... а. Сличая коеффиціенты у 2" въ обћихъ частяхъ, - 
находимъ , 
(0,0 )2 = а" а? (в-1—8—1) .... (28—8—7), 
№ (1—7) (20—10) .... (9—17) 


ИЛИ 


(С) 2а" 


< (7) (в--1—2—7).. . (20 —2—7) 
МУ о Е. (8) (1—1) (0—7)... (8—1) 
По этой формул вычисляется (С, и, кром того, отсюда видно, что 
знакъ квадратнаго корня во второй части (ҮП) одинаковъ со знакомъ 
величины ©» (7). 
4. Для уравненія (УТ) легко составить рядъ функцій Штурма, по- 


ступая совершенно такимъ же образомъ, какъ показано было въ конц 
$-фа ХХҮП. 


$ ХХХИ. 0 третьей груш функцій, подобныхъ функціямъ Ламо. 


1. Постараемся познакомиться еще съ одной группой функцій, ана- 
логичныхъ функціямъ Ламэ, заслуживающихъ, между прочимъ, особен- 
наго вниманія по простотъ соотношеній, существующихъ между этими 
функціями и нъкоторыми функціями, подобными функціямъ Лежандра. 

Допустивъ, что въ выраженіи 

0 +оо 
2 
(1) Ў е8 а й е9 +0: д 
= = р — 2 
(1—2) й (2—2) Ё 
—оо 0 
параметру й дано такое значеніе, при которомъ степень функціи *) 
В, = Ф ©» 
равняется —(0--2), будемъ имЪть 


9:119 Г Рен ах 
(9) Вебе ЕТАР ЕЕЕ 
| " А И. О» 
Отсюда же непосредственно выводимъ, что: 
1) Уравнеме ©» (1)=0 не имъеть кратныхь корней. 


*) О» изображаеть, какъ всегда, знаменатель п-ой степени подходящей дроби, по- 
лучаемой оть разложешя функціи Ф въ непрерывную дробь. 
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7 022: 


2) Значеніе (0), (0) не равняется нулю. 
3) Если а равняется одному изъ корней уравненія 0), (2)=0, то 
в? —В7 


2—1 О» 


(2=а) 


(3) = 0. 


При помощи уравненія (3) находимъ, что О„ удовлетворяетъ уравненію 


а? 9» 1 О» 
(Г) а — [2а 22 — а г + (2па х-Ё") О,=0, 
гд ғ означаетъ неизвЪстную постоянную. 
2. Переходя къ опредфленію неизвЪстной ~ мы положимъ 
Фиат ра"... р»; 
при помощи уравненія (1) находимъ рядъ (и 1) уравненій 
"1-8-2 р,==0, 
п (п—1)-Н[-В (0—1)]р,-+2 . 29 р,=0, 
(П) (и—1) а оаа, (п—2)]р,+2 . За р=0, 


2 (о НЕ рр ав: 
(1—1) рь-14-ғ рь==0 


Отсюда, исключая » неизвЪстныхъ р,, р,,....рь, получаемъ 


п8-у 9а 0 0 0 
п(п—ү) (и 1) В+» 2.24 0 0 
Го (00-1 (29, ов. 0 
0 0 (0—9) (и—1—2) 
(Ш) —0 
0 0 А 2... В- 9 
0 0 , н и. Р 


Итакъ, опредЂленіе функцій о, приводится къ рЪшенію уравнения (Ш), 
(и--1)-ой степени. Такъ какъ, по предположеню, а > 0, т, то 
ве элементы опредълителя (1), не лежащіе на діогонали, положи- 
тельны. Отсюда елдуетъ, что рядъ функціи 


ГРЕХ 2, “Зар у ее Д), Эһ =, 
гдЂ 
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= 


Фаш 8-4-7 9а | 
п (и) (08+! 
м" 9а 0 | 

РБ; =п(п—7) (и 1) В+» 2.2а || 


атуу РА 


Р, = 98 --, 


составляеть рядъ функцій Штурма, служащихъ для отдЪленія корней 
уравненя (Ш). Приэтомъ мы убБждаемся, что ве корни уравненія 


Г, = 0, 


т. е. уравненія (Ш) вещественны и неравны. »--1 корнямъ 2%, 71..." 
уравненія (Ш) соотвЪтствуеть њ--1 различныхъ функцій ©», коеффи- 
ціенты которыхъ вычисляются изъ уравненій (П). Эти функцій мы бу- 
демъ изображать чрезъ , 
№0 О м 

и совокупность ихъ назовемъ третьей группой функцій Ламэ. 

3. Помощью разеужденій подобныхъ тЪмъ, которыми мы пользова- 
лись въ $ ХХІ, легко получаются слЬдующія формулы: 


0 +оо 
(тү) М9 М, + дд _ М0 МА с" ах 
1 р 2 


—© 


(ү) д Г (у (у—2) №09 (у) №20; №9 (у) №9 (2) №, ( №, (2) е2 + "НВ +002 йу 
И Е 


== 0; 

приэтомъ въ (ІҮ) $ не равняется /, а формула (У) перестаеть имЪть 
мЪето только тогда, когда одновременно и=т и #=7. Изъ (Іў) и (У) 
вытекаютъ слЪдетия: 

1) Между п--1 функціями №®,.... № ньъть линейной зависи- 
мости. 

2. Всякую иљлую функцію Г (х) степени не выше п-ой можно тред- 
ставить подь видомь 
9 (= А, № (®)--А, №0 (2)... + А09 М" (а), 

т 


оо 
/ (2) Мо (де тах 
(ҮІ) Жагы м 
/ №9 (а)? е9 0 д1 ах 


МУМУ. гСіп.ог9.рі 


—= 194.— 


3) Если 
Рс, у) = У) А9 №9 (2) №° (9), 
то 
Гау [< м №9 (2) №9 (у) е ве (ху) -Т ах 
(ҮШ) ее 0 0 


) со а 
р у / {у 2) №9 (2)? №9 (уе ван (оу) т ах 
“о 0 | 


$ ХХХПІ. Разложеніе функцін 2, (2) №,9 (у) вь рядъ по Ле. 
жандровымъ функціямъ. 


1) Изъ уравненія (1) предыдущаго $-фа елдуетъ, что цфлая функ- 
ція [ (2, 9) вида 


(1) Га, и)=А, № (2) М, (у) |.... + А, М, (+) М, (у), 
гл А, А,... А» суть произвольныя постоянныя, удовлетворяеть 
такому дифференціальному уравненію съ частными производными: 
ау а? аѓ 
еа 2 _ 8 г.д. и 
(2) 2 а Чу? аза? — 0-14 0) 45 


[2902 — вит" риа (2—9) 1—0, 


и обратно. 
Полагая 
2 = — { 
(8) " 
(= 2+ 
и принимая ѓи 2 за новыя независимыя перем%нныя, уравнене (2) 
преобразовывается въ слЬдующее: 


РЫ 2 ТЕ 
(0 а (9-Я) 97 (ааз у) авг о. 
Такъ какъ функція (1) есть цћлая относительно # и г и удовлетво- 
ряетъ уравненію (4), то постараемся прежде всего узнать общій видъ 
всЪхъ цћлыхъ функцій отъ ѓ и 2, удовлетворяющихъ уравненію (4). 

Лено, что изображая чрезъ 7, -„ цфлую функцію отъ одной пере- 
мЪнной $, (и—т)-ой степени, удовлетворяющую уравненію 


(5) 2 а ар ауе а — + 2 (и—т)* Т, == 0, 


МАУ. гСіп.ого.рі 


—— 9095 — 
а чрезь »„ функцію отъ одной перемЪнной 2, т-ой степени удовле- 
творяющую уравненію 


(6) р и Коога ай) 128 а В 


гдъ т есть число произвольно взятое изъ ряда 0, 1, 2,.... п,—про- 
изведеніе 

Т,-һ бт 
представитъ функцію отъ двухъ перемънныхъ { и 2, удовлетворяющую 


уравненію (4). Но такъ какъ уравненіе (4) есть линейное безъ по- 
слЪдняго члена, то ему будетъ удовлетворять функція 
(7) ОТ, Г С, Т.1241... бь Той 
содержащая ж произвольныхъ постоянныхъ (С, (\,....(ь. 

Легко показать обратное, именно, что всякая цћђлая функція отъ 
+ и 2, удовлетворяющая уравненію (4), можеть быть представлена подъ 
видомъ (7). СлЪдовательно, имЂемъ 
(8) М, (2) „9 (у)=а, То 2,1%, У 1, БЕ л + 2, 1% 2, 
ГД 40, 9,,... а» суть постоянныя. 

2. Изъ (5) получаемъ 


п ( ®—т 


‹ а? 0 „92-82 
(9) Т.т = ==” дет е А 
ИЛИ 
, (— Вл п—т—2 
(10) и м К. 
| 2а І буа)? 
В т—т— 4 
Р" (и—т) (п—т—1) (п-—т—-92) (п — т — 3) (— = 
у 1.9 буа) 


Называя для простоты 


0) Фаддея... 


будемъ имЪть, когда и„—т-—четное 


» ы “ут 
(12) Ты ЕЕ Ф | ми 9 к 1 ; 2(:— ЕР) | Й 


а когда п-т нечетное 


н—т—1 3 / В ) | 
2 2 \ 22 


у Е НЕБИ 3 Г 
(18) Т. (+) Ф| 


Изь (6) нолучаемъ 


мимлм.гсп.ога.р| 


(14) т == 21 е? А К т 678 

ИЛИ 

(15) Лъ= Ф (—т, 1—1, 292), 

(16) а= (292) 9—8 (т аа и) аз) 


ЕЕ 4 (—1)” (тү) (0—1)... . (1—7). 


$ ХХХІ. Веномогательныя формулы. 


1. Изь уравненій (3) предыдущаго $-фа получаемъ $ 
„90 +оо + ‚0 
(1) / 42 Я ра = ў ау / (0—2) Гах, 
0 —оо 0 —оо 


` гд Ѓозначаетъ произвольную функцію. ДалЪе, принимая во вниманіе 
выраженія (9) и (14) предыдущаго $-фа, при помощи формулъ (5) 
$ ХУ и (4) $ ХҮП не трудно удостовъриться въ справедливости двухъ 
сл%дующихъ формулъ: 


(9) ТЬ зы (2-4-1) Г (1—7) 
2ї 2 (8а)1—1 (1—)....(ю—т) У 
0 
А В? 
(3) $ е9 Ти аё = 2*—т и МЛ Г(и—т--1)е“° ; 


приэтомъ мы предположили, что постоянные множители въ выраже- 
ніяхъ функцій Т,„„ и И» взяты такъ, что коеффищенть у #'" въ 
выражении функши Т»_„ равняется (2У а)", а ХА, (0) =1, велд- 
ствіе чего (см. (10) и (15) пред. $). 

0% В \*—"(и—т) (п—т—1), — 8 
(4) Гаа — (2уа ї— т (20 1— =) 


т—т—5 


1 у 
(и—т) (и—т— 1) (и—т—2) (ит 3) В > 
ый 12 Рр) 
Ге РАО... т (т—Т) РР 
Аа ар 29 


ә. Положивъ 


ММАЛУ.гСіП.Огд.рі 


т 


ЧР 


(6) а 


— ии) заза 
2 
будемъ имЪть 


Ат, (а) = (1—0) 299 | ота 2 Т, (5). 


а Т»-—п(х) _ 


75 = 2 (пт) уа Т, „_1(2). 


Т.у (2) — 2 Иа (#— 1 е" (2) д: (м—т) Т. -т-1 (2); 
велЪдетве этого 
(7) А Ти (2) == т У» Ть—т-а (2) + тв Тит (2) 
+ 2 (ит) (т-+-1—7) уа ис 


$ ХХХУ. Соотношен1я между коеффиціентами въ разложе- 
ніяхъ функцій Т.И», Т, Я»... 7. 2, въ ряды по функціямъ 
№0 (2) 0 (ч),.... №9 (х) № (у). СлЬдетвія. 


1. Принимая во внимане разложеніе 


(1) 5 Т.т РАУ == рУ аб, №. (2) №» о (а), 


* 


гдЂ 


6 к Гн) бт) 1—2), 
"= (2а)1—1 (1—1) (2—7)..... (тү) 


мы допустимъ, что постоянный коеффиціентъ въ выраженіи функціи 
№0 (2) взятъ такъ, что 


е9? НУВ (у—2) 27,9 (+)? №00 (0)? 1, 
(2) у ау ГЕ ОДАТ Г е: рава о іт ар == 1, 
0 —оо 


тогда, при помощи вспомогательныхъ формулъ, выведенныхъ въ пре- 
дыдущемъ $-ф%, легко удостовфриться, что 


[Хаби 


(1) 
|х 


СлЪдовательно. числа 


М\\уСіп.ого.рі 


БУ Я ча Ч ра ата 


суть коеффиціентами линейной ортогональной подстановки. 

2. Изъ уравненія (1), при помощи формулы (7) предыдущаго $-фа, 
получаемъ 
39 


3 

р 

) Т. т 2 т 
“т 


9 (п—т)(т--1—7) И а 
= 


ту а 
и = 2т—т-|-1 Е ЕЯ 


Т_т-1 241 


ть 
= — У т т; № (2) №„® (9). 
Отсюда же получаемъ 
У (а„(0)2 7; = — тд, 
(П) | У ат—19 ат т = — И2т (ту) (п—т-1-1)а, 


Ў а 09 = 0 
ї 


Соотношенія эти показываютъ, что квадратичная форма 


Х= – Утв —2 Ў 270—1) (8—10) аул лу 
і г 


а 0 Л п), 
ЕИ п), 
помощью ортогональной подстановки 
== а у ау, -+|..... - а" уп, 
Ре О: Тс. т), 
переходитъ въ форму 
УЕ, у. -..... | па Ул". 
Сл%довательно, коеффиціенты ғ, 7.,.... 7» суть корнями уравненія 
7 И 2(1—7)па 0 икт 0 
/201—0әә В+ Убе. го 
в о ее ж |0 
0 0 п8--ғ 


МАУ: ГСП .ОГО.р! 


г О 


Изображая чрезъ $., ®,,.... 2» коеффищенты, соотвБтетвующіе эле- 
ментамъ произвольной строки или столбца предыдущаго опред$лителя, 
будемъ имЪть 


(ІҮ) а,0:0,9:....:а9:1=0, (тд: $, (7): 4... Фик: У 9)... 
Чтобъ опредлить знакъ у квадратнаго корня во второй части (ІҮ), 
мы возьмемъ равенство н, 


№, (2) 1.9 (у) = У) 


он, 


а„® 
т Т._„ т, 
А 


и разд$ливъ об его части на у”, положимъ затъмъ 0 == со; тогда бу- 
демъ имЪть 


; і х 2 
а — = 2-25, 
у 0] 


и елд. 
п-т 

(У) 09 М, © (д)=2*У ам? № т 

2 2) == = ЖФ: д 

ь " т ^т ( 1—7) ... (9—7 \ 
гдЪ С. изображаетъ коеффиціентъ у 2" въ выраженіи функціи №, (2). 

Сличая коеффиціенты у х” въ обђихъ частяхъ предыдущей фор- 

мулы (Ү), находимъ 


: аһ Р 
Є" (0) 2 ——- 97 ъа а К оаа ане Аня ———3 
( е ) Аһ (1 —7) ... (и— 


или 
(ҮІ) (Ол)? +0" аси за Е: Киа. аА, лел 

| › (1—9... а) И 9-Е... 
Формула эта, дающая возможность вычислить значеше (0,, показываетъ, 


что знакъ квадратнаго корня во второй части (ТУ) одинаковъ со зна- 
комъ Ф» (и). 


) МУУ. гСіп.ого.рі , 
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= МАМ. гсіт.ого.рі: 


Должно быть. 


1—2 + 
ИИ 
Их у= 


2 


т 
14-2 
1 

равняется 
— т? 
(14-2) 
9" 
х8" 
Ти), І2(0,... 


